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Transporte de cantidad de movimiento 





CAPÍTULO 1 


VISCOSIDAD Y MECANISMO 

DEL TRANSPORTE DE CANTIDAD DE MOVIMIENTO 

La primera parte de este libro trata del flujo de fluidos viscosos. La propiedad 
física que caracteriza la resistencia al flujo de los fluidos sencillos es la viscosidad. 
Cualquiera que haya’ adquirido aceite lubrificante de automóvil sabe que unos 
aceites son mas «viscosos» que otros, y que, ademas, la viscosidad varía con la 
temperatura. En este primer capítulo se estudian las viscosidades de gases y líquidos 
desde un punto de vista cuantitativo. Esta información será necesaria de forma 
inmediata en el Capítulo 2, para la resolución de problemas de flujo viscoso. 

Se comienza en § 1 .1 por establecer la ley de Newton de ,1a viscosidad, presen¬ 
tando algunos valores numéricos, para indicar como varia ésta con las condiciones 
y naturaleza del fluido. En § 1.2 se estudian brevemente los fluidos no-newtonianos, 
a los que no es aplicable la ley de la viscosidad de Newton. La influencia de la tem¬ 
peratura y la presión sobre la viscosidad de gases y líquidos se resume en § 1.3. 
Finalmente, en §§ 1-4 y 1.5 se estudia la viscosidad desde el punto de vista de los 
procesos moleculares, y se comparan los mecanismos del transporte de cantidad 
de movimiento en gases y líquidos. 

§ 1 .1 LEY DE NEWTON DE LA VISCOSIDAD 

Consideremos un fluido (líquido o gas) contenido entre dos grandes laminas 
planas y paralelas, de área A, separadas entre sí por una distancia muy pequeña Y 
(véase Fig. 1.1 — 1). Supongamos que el sistema está inicialmente en reposo, pero 
que al cabo del tiempo / = 0, la lamina ipferior se pone en movi miento en la di¬ 
rección del eje x, con una velocidad constante V. A medida que transcurre el tiempo 
*el fluido gana cantidad de movimiento, y, finalmente se establece el per51 de velo¬ 
cidad en régimen estacionario, que se indica en la Fig. 1.1 — 1. Una vez alcanzado 
dicho estado estacionario de movimiento, es preciso aplicar una fuerza constante F 
para conservar el movimiento de la lámina inferior. Esta fuerza viene dada por la 
siguiente expresión (suponiendo que el flujo es laminar) : 

F V „ < 
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Es decir, que la fuerza por unidad de área es proporcional a la disminución de 
la velocidad con la distancia Y. La constante de proporcionalidad /í se denomina 
viscosidad del fluido. 


T 


Y 


t< 0 


Fluido inicialmente 

en reparo 



lámina Inferior puesto . 
i o movimiento 


Formación dé la 

velocidad en flujo 
no estacionario 


Oistrlbucién final 
di velocidad poro 
flojo estacionario 


Fig. 1.1-1. Formación del perfil de velocidad en estado estacionarlo para un fluido contenido 
entre dosláminas. 


Para la posterior utilización de la Ec. 1 .1 — 1 es conveniente expresarla en una 
forma más explícita. El esfuerzo cortante que se ejerce en la dirección x sobre la 
superficie de un fluido, situada a una distancia constante y, por el fluido existente 
en la región donde y es menor, se designa por T,*,y el componente x del vector ‘de 
velocidad del fluido, por v x . Téngase en cuenta que v x no es igual a dv/djci en este 
libro no se utilizan subíndices para expresar la diferenciación de los componentes 
de la velocidad. De acuerdo con estos símbolos, la Ec. 1.1 — 1 queda de la siguiente 
forma’ 



( 1 . 1 - 2 ) 


1 La equivalencia entre estas dos ecuaciones resulta más evidente si se tiene en cuenta que la 
Ec. 1.1-1 puede expresarse así: 
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Es decir, que la fuerza de cizalla por unidad de área es proporcional al gradiente 
negativo de la velocidad local. Ésta es la ley de Newton de la viscosidad, y los fluidos 
que la cumplen se denominan fluidos newtonianOS. Todos los gases y la mayor 
parte de los líquidos sencillos, se comportan de acuerdo con la Ec. 1.1-2. Los 
fluidos que no obedecen a esta ley sencilla (esencialmente pastas, suspensiones y 
polímeros de elevado peso ‘molecular) se estudian en § 1.2. 

Resulta también conveniente interpretar la Ec. 1.1-2 en esta otra forma. En 
las inmediaciones de la superficie que se (mueve, donde y = 0, el fluido adquiere 
una determinada cantidad de movimiento < n la dirección del eje X. Este fluido co¬ 
munica, a su vez, parte de su cantidad de novimiento a I a «capa» adyacente de 
líquido, dando lugar a que se mantenga eu movimiento en la dirección X. Por lo 
tanto, tiene lugar una transmisión de cantidad de movimiento x a través del fluido 
en la dirección y, y, por consiguiente, X yx puede interpretarse también como la den¬ 
sidad de flujo 2 viscoso de cantidad de movimiento x.en'la dirección y. Esta interpre¬ 
tación esta en intima relación con la naturaleza de los procesos de transporte de 
cantidad de movimiento, y se corresponde con el tratamiento que se da más ade¬ 
lante para el transporte de materia y energía. Por otra paité, la densidad de flujo 
de cantidad de movimiento resulta más conveniente para considerar el signo de r yx . 

De acuerdo con la Ec. 1.1-2, se deduce que la densidad de fl ujo viscoso de can¬ 
tidad de movimiento sigue la dirección ‘del gradiente negativo de velocidad 3 ; es 
decir, que sigue la dirección de velocidad decreciente. En otras palabras, la cantidad 
de movimiento’ va «cuesta abajo», en el sentido de que desciende de una región de 
velocidad alta a otra de baja velocidad, de la misma forma que un trineo se deslii 
desde un lugar elevado hasta otro más bajo, y el calor fluye de una zona caliente 
hacía otra mas fría. El gradiente de velocidad puede considerarse, por consiguiente, 
como una «fuerza impulsora» del transporte de cantidad de movimiento. 

En los párrafos que siguen nos referiremos a la ley de Newton de la Ec. 1.1-2, 
unas veces en términos de fuerzas (lo que pone de manifiesto la naturaleza esencial¬ 
mente mecánica del tema que estamos considerando), y otras; en términos de 
transporte de cantidad de movimiento (con el fin de resaltar las analogías con 
el transporte de materia y energía). Este doble punto de vista no crea una dificultad 
especial, y en cambio, en algunos casos resulta extraordinariamente útil. 

En algunas fórmulas que aparecen en los últimos capítulos del libro, resulta 
conveniente disponer de un símbolo para> representar la viscosidad del fluido divi¬ 
dida por su densidad (masa por unidad de volumen), y con este fin vamos a definir v 


* La densidad de flujo representa la «velocidad de flujo por unidad de área». La densidad de 
flujo de cantidad de movimiento tiene, por tanto, las unidades de cantidad de movimiento por 
unidad de área y unidad de tiempo. EI lector podrá comprobar que corresponde a una fuerza 
por unidad de área., 

8 Una ligera consideración de $ 8,1 pone de manifiesto que el comportamiento es el mismo 
que en la conducción del calor, donde la densidad de flujo de calor es proporcional al gradiente 
negativo de temperatura, 
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v = fi/p (1.1-3) 

que es la denominada viscosidad cinemática. 

Dedicaremos unas líneas a considerar las unidades de algunas magnitudes que 
ya hemos definido. El caso más sencillo corresponde al sistema cgs, para el cual4 

T yx [=] dina cm -2 

V x [=] cm seg - 1 (1.1-4) 

y [=] cm 

Puesto que los dos miembros de la Ec. 1 -1 -2 han de corresponderse, tanto en 
sus unidades como en el valor numbico, se pueden deducir las unidades de fi en el 
sistema cgs, de la siguiente forma: 


t* = — Tyx [=] (g„cm 1 $cg 2 ) (cm seg -1 era -1 ) 1 


Análogamente, 

[=] g„ cm-t seg" 1 

‘(U-5) 


v = ft/g [ =] cm 2 seg - 1 

(1.1-6) 

La unidad g cm -1 seg -1 , en el sistema cgs, se- denomina poise; la mayor parte de 
los datos de viscosidad están expresados en esta unidad o en centipoises (1 cp = 0,01 
poise). La serie análoga de unidades en el sistema Giorgi es 


Tyx [=] newton m 2 
v x [=] m seg -1 

y [=] m 

p [=] kg, m -1 seg -1 
v [ =] m 2 .seg -1 

(1.1-7) 

La consistencia de estas unidades viene dada por la Ec. 1.1-2. Pero, como habi¬ 
tualmente no se utiliza el newton como unidad de fuerza, es preferible expresar la 
Ec. 1.1-2 en esta otra forma: 


dv x 

Sc T VX ~ M j 

dy 

(1.1-8) 


4 El símbolo ( =] debe de leerse «tiene las unidades de». 
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en la que 

t>, [=] kg, nr 2 
v x [=] m seg~ 1 

y[=]m (1.1-9) 

[i [ —] kg„ nr'seg-' 

Se [=] (kgm/kgp (m seg" 2 ) o newton/kg / 

El valor numérico de g c «el factor gravitacional de conversión», expresado en estas 
unidades, vale 9,8067. Obsérvese que en la Ec. 1.1-8, g ( r yx tiene las unidades de 
newton m“ 2 , y que al dividir por g ( , se obtiene T yv expresado en kg,m —2 . 

Aquí se procederá de acuerdo con la Ec. 1 1-2, y se sobreentenderá que las 
unidades utilizadas son las que se han indicado en las Ecs. 1.1—4 ó 1 . 1 — 7. Sin em¬ 
bargo, sería conveniente que el lector utilizase fórmulas en uno y otro sistema, ya 
que ambos se emplean con frecuencia en la bibliografía técnica. En todos los cálculos 
prácticos es preciso realizar una minuciosa comprobación de la consistencia dimen¬ 
sional. 


Ejemplo 1.14. Cálculo de la densidad de flujo de cantidad de movimiento 

Teniendo en cuenta la Fig. 1.1 — 1, calcular la densidad de flujo de cantidad de movi¬ 
miento en estado estacionario, r yx , expresada en kg, m' 2 , cuando la velocidad V de la 
lámina inferior, en la dirección positiva del eje x , es 0,3 m/seg, la distancia entre las lámi¬ 
nas Y 0,0003 m, y la viscosidad del fluido ¡i 0,7 cp. 

Solución. Puesto que se desea obtener r yX en kg, m' 2 , pasaremos primeramente to¬ 
dos los datos a las unidades de kg,-m-seg. 

(0,7 cp) (1,0194X10~ 4 ) 

= 7,14X 10- 5 kg, seg m -2 

Como el perfil de velocidades es lineal, 


dv,. 

dy 


2¡V X __ — 0,3 m seg' 1 
Ay 0,0003 m 


— 1000 seg -1 


Substituyendo en la Ec. 1.1—2, queda 

T vx = - n ^ = - (7,14 X 10- 5 ) (- 1000) 

= 7,14 X 10 _ 2 kg, m -2 

Si se utiliza la Ec. 1.1-8, se convierte ,< de la siguiente forma: 

/i = (0,7 cp) (10~ J ) -. 7X 10~ 4 kg, seg -1 m -1 
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Substituyendo en la Ec. 1.1-8, 


/idv 

sjy 


7X 10~ 4 
9,81 


(- 1000 ) 


= 7,14 x 10 2 kg, m -2 

que coincide con el resultado obtenido a partir de la Ec. 1-1-2. 

En las Tablas 1 .1—1, 1.1-2 y 1.1-3, se presentan algunos datos experimentales 
de viscosidad de fluidos puros a 1 atm de presións. Obsérvese que, a temperatura 
ambiente, // vale aproximadamente I cp para el agua’ y 0,02 cp para el aire. Véase’ 
también como para los gases a baja densidad, la viscosidad aumenta con la tem¬ 
peratura, mientras que en el caso de los líquidos , la viscosidad generalmente dis¬ 
minuye al aumentar la temperatura. Este diferente comportamiento frente a la 
temperatura se estudia en § 1.4 y § 1.5 desde un punto de vista molecular; aquí 
indicaremos tan sólo, que en el caso de los gases (en los que las moléculas recorren 
distancias grandes entre las colisiones), la cantidad de movimiento se transporta 
esencialmente por las moléculas que se desplazan libremente, míentias que en los 
líquidos (en los que las moléculas recorren solamente distancias muy cortas entre 
las colisiones), el mecanismo principal del transporte de cantidad de movimiento 
consiste en el choque efectivo de las moléculas. : ■■ 


TABLA 1.1-1 


VISCOSIDADES DEL AGUA Y EL AIRE .A 1 ATM DE PRESIÓN 




Agua (líq.)“ . 


Aire 4 

Temperatura Viscosidad Viscosidad cinemática Viscosidad Viscosidad cineinática 

T(°C) [i (cp) v x 10 2 (cm 2 seg 1 ) ¡x (cp) vX 10 2 (cm* seg *) 

0 

1,787 

1,787 

0,01716 

13,27 

20 

1,0019 

1,0037 

0,01813 

15,05 

40 

0,6530 

0,6581 

0,01908 

16,92 

60 

0,4665 

0,4744 

0,01999 

18,86 

80 

0,3548 

0,3651 

0,02087 

20,88 

100 

0,2821 

0,2944' 

0,02173 

22,98 


* Calculada a partir de los resultados de R. C. Hardy y R. L. Cottington, J. Re¬ 
search Nat. Bar. Standards, 42, 573-578 (1949), y J. F. swindells, J. R. Coe, Jr., y T. 
B. Godfrey, J. Research Nat. Bar. Standards, 48, 1-3 1 (1952). 

4 Calculada de «Tables of Thermal Properties of Gases», Nat. Bar. Standards Circ. 
464 (1955), capítulo 2. 


5 Datos muy completos se encuentran en: Landolt-BOrnstein, Physíkochemische Tabellen. 
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TABLA 1.1-2 

VISCOSIDADES DE ALGUNOS GASES Y LÍQUIDOS A LA PRESIÓN 

ATMOSFÉRICA” 


Temperatura Viscosidad Temperatura Viscosidad 


Substancia 

r(°c) 

/«(CP) 

Substancia 

7TC) 

Mcp) 

Gases 



Líquidos 



i‘C 4 Hj 0 

23 

0,0076 

(c 2 h 5 ) 2 o 

20 

0,245 

ch 4 

20 

0,0109" 

c 6 h 6 

20 

0,647 

h 2 o 

100 

0,0127 

Br 2 

26 

0,946 

co 2 

20 

0,0146" 

C 2 H 5 OH 

20 

1,194 

n 2 

20 

0,0175 6 

Hg 

-20 

1,547 

o 2 

20 

0,0203" 

h 2 so 4 

25 

19,15 

Hg 

380 

0,0654 

Glicerina 

20 

1069 

* Valores tomados de N. A. Lance, Handbook of Chemlstry, McGraw-Hill, NU2V3 

York (1956), novena edición. 

pp. 1658-1664. 




& H.’ L. Johnson y K. E. 

McKloskey, J. Phys. Chem., 

44, 1038 (1940). 

En §§ 1.3; 1.4, y 1.5, se estudia el cálculo de viscosidades de gases y Equidos. 

Antes de esto, 

sin embargo. 

indicaremos brevemente los 

tipos de desviaciones co- 

nocidas que puede presentar 

la Ec. 1.1-2. 






TABLA 

1.1-3 



VISCOSIDAD 

DE ALGUNOS METALES 

LÍQUIDOS 8 



Temperatura 

Viscosidad 



Metal T(°C) 

f¿ (cp) 



L 

i ” 

183,4 

0,5?18 





216,0 

0,5406 




* 

285,5 

0,4548 



Na 


103,7 

0,686 





250 

0,381 





700 

0,182 



K 


69,6 

0,515 





250 

0,258 





700 

0,136 
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Aleación Na-K 

103,7 

0,546 

56% de Na y 44% 

250 

0,316 

de K en peso 

700 

0,161 

Hg 

-20 

1,85 


20 

1,55 


100 

1,21 


200 

1,01 

Pb 

441 ■- 

2,116 


551 

1,700 

8 

4 4 

1,185 


* Datos tomados ds The Reactor Hdndbook, Vol. 2, Alomic Energy Comission AECD- 
3646, U. S. Government Printing Office, Washington D. C. (Mayo 1955), pp. 258 y ss. 

§ 1.2. FLUIDOS NO-NEWTONIANOS ‘ 

De acuerdo con la ley de la viscosidad de Newton (Ec, 1.1—2), al representar 
gráficamente T yx frente a — ( dvjdy ) para un fluido determinado, debe de obtenerse 
una línea recta que pasa por el origen de coordenadas, y cuya pendiente es la visco¬ 
sidad del fluido a una cierta^temperatura y presión (véase Pig. 1. 1-2). En efecto, la 
experiencia demuestra que para todos los gases y los líquidos homogéneos no poli- 
merizados r vx es directamente proporcional a —(dv jdy). Sin, embargo, existen al¬ 
gunos materiales industrialmente importantes que no se.comportan de acuerdo con 
la Ec. 1.. 1-2. Se conoce a estas substancias con el nombre de fluidos no-newtonianos. 

El tema del flujo no-newtoniano constituye actualmente una parte de otra ciencia 
más amplia que es la reologia, es decir, «la ciencia del flujo y la deformación», que 
estudia las propiedades mecánicas de los gases, líquidos, plásticos, substancias as¬ 
fálticas y materiales cristalinos. Por lo tanto, el campo de la reologia se extiende, 
desde la mecánica de fluidos newtonianos por una parte, hasta la elasticidad de 
Hooke por otra. La región comprendida entre ellas corresponde a la deformación 
y flujo de todos los tipos de materiales pastosos y suspensiones. 

El comportamiento Teológico, en estado estacionario, de la mayor parte de los 
fluidos que se indican en la Eig. 1 I — 1 puede establecerse mediante una fama gene¬ 
ralizada 2 de la Ec. 1.1-2 



en la que r¡ puede expresarse a su vez en función de dvjdy o de T yx indistintamente. 


1 M. ReineR , Deformarían , Strain, and Flow , Interscience, Nueva York (1960); W. Philippoff, 
Viskositat der Kollolde, Steinkopff, Leipzig (1942). 

* Para un tratamiento más completo, véase § 3.6. 



VISCOSIDAD Y MECANISMO DEL TRANSPORTE 


MI 


En las regiones en que jj disminuye al aumentar el gradiente de velocidad (— dvjdy ), 
el comportamiento se denomina pseudoplástico; y dilatante en las que r¡ aumenta con 
dicho gradiente. Si r¡ resulta independiente del gradiente de velocidad, el fluido se 
comporta como newtoniano, y entonces r\ - p (véase Ec, 1 .1—2). 

/ 



Fig. 1.2-1. Resumen de modelos no-newtonianos en estado estacionario (con fines compara¬ 
tivos se indica también el modelo newtoniano). 

Se han propuesto ‘numerosas ecuaciones empíricas o «modelos» para expresar 
la relación que existe, en estado estacionario, entre X yí y dv { ¡dy. A continuación se 
presenta ‘un resumen de cinco modelos representativos. Todas las ecuaciones con¬ 
tienen parámetros empíricos positivos, cuyo valor numérico puede determinarse 
correlacionando los datos experimentales de x yx frente a dv t jdy a temperatura y 
presión constantes. 

M odelo de Bingham 

dllgg - • « . ~ 

T v« = -f*o — ± T o si |r„l > T 0 

4y 


(1.2-2a) 
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^ sí|tJ<t 0 (1-2—26) 

dy 

La Ec. 1.2—2a se utiliza con signo + si r yv es positivo, y con signo — si es negativo. 
Toda substancia que se comporta de acuerdo con este modelo de dos parámetros 
se denomina plástico de Bingham: permanece rígida mientras el esfuerzo cortante es 
menor de un determinado valor r 0 , por encima del cual se comporta de forma seme¬ 
jante a un fluido newtoniano. Este modelo resulta suficientemente exacto para 
muchas pastas y suspensiones finas. En la Tabla 1.2— 1 se indican los parámetros de 
Bingham para suspensiones de partículas de combustibles nucleares en agua pesada. 


M odelo de Ostwald-de W aele 


— m 


dv x "~ 1 dv„ 
dy dy 


(1.2-3) 


Esta ecuación de dos parámetros se conoce también con el nombre de ley de la 
potencia. Para n = 1 se transforma en la ley de la viscosidad de Newton, siendo 
m = p; por consiguiente, la desviación del valor de n con respecto a la unidad es 
una medida del grado de desviación del comportamiento newtoniano. Cuando n 
es menor que uno el comportamiento es pseudoplltico, mientras que para valores 
superiores a la unidad es dilatante. En la Tabla 1.2—2 se dan algunos valores apro¬ 
ximados de m y n para distintos fluidos. 


TABLA 1.2-1 

PARAMETROS DEL PLÁSTICO DE BINGHAM PARA «SUSPENSIONES 
DE COMBUSTIBLES NUCLEARES” 


Distribución de tamaños de 
Material las partículas 

suspendido D a 

(micrones) (adimensional) 

U0 2 M 177 

u 3 0 8 1,3 2,0 

U0 3 .H 2 0 1,2 1,9 


— UO“ 
u 3 o 8 


(dina cffi -2 ) 

7,2 x 10 4 
11,0 x 10 4 
20,6 x 10 4 

k _ T o 

* 3-^3 

(dina cm~ 2 ) 


k _ ítWfe 


(adimensional) 

18 

22 

22 

_ ln/3®K 
k ~ + 

(acfimcnsiónal) 


0,030 

2,7 

52,7 x 10 4 

24 

0,75 

2,8 

26,3 X 10 4 

14 

1,6 

1,5 

4,8 x 10 4 

12 

2.4 

1.7 

1.6 x 10 4 

12 
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£>= diámetro de la partícula de masa media 

(j— desviación standard del In (diámetro de la partícula) respecto de In (D) 
<f>= fracción del volumen de sólidos en suspensión 
/'0> T o = parámetros de Bingham para la suspensión 

viscosidad del agua a la misma presión y temperatura 


* Tomados de Fluid Fuel Reactors, editado por J. A. Lañe, H. G. McPherson, y F. 
MasLAN, Addison-Wesley, Reading, Mass. (1958). El Dr. D. G. Thomas ha cooperado 
en § 4.4. A su amabilidad se deben los valores corregidos de k 2 - 

M odelo deEyring 


r yx = A arcsenh ^ ^ ~j (1.2-4) 

Este modelo de dos parámetros deriva de la teoría cinética de los Equidos, de Eyring^, 
que se estudia en § 1.5. El modelo de Eyring predice el comportamiento pseudo- 
plástico para valores finitos de T yx , y tiende asintóticamente a la ley de la viscosidad 
de Newton cuando t yx tiende hacia cero, siendo en este caso ¡x = A¡B. 


TABLA 1.2-2 

PARAMETROS DEL MODELO DE LA POTENCIA PARA VARIOS 
FLUIDOS A TEMPERATURA AMBIENTE” 

Composición del fluido m n 

(% en peso) (dina seg" cm' 2 ) (adimensional) 


23,3 % de arcilla amarilla de Illinois en agua 

55,5 

0,229 

0,67 % de CMC 4 en agua 

3,04 

0,716 

1,5 % de CMC en agua 

31,3 

0,554 

3,0 % de CMC en agua 

92,9 

0,566 

33 % de cal en agua 

71,8 

0,171 

10 % de napalm en keroseno 

42,8 

0,520 

4 % de pasta de papel en agua 

200 

0,575 

54,3 % de cemento en agua 

25,1 

0,153 


* A. B. METZNER, Advances in Chemicai Engineering, vol. 1, Academic Press, Nueva 
York (1956), p. 103. 

* Carboximetilcelulosa 


s Véase Ec. 1.5-7 ; para modelos más complejos véase F. H. Ree, t. Ree, y H. Evring, ind. 
Eng. Chem., 50, 10364040 ( 1958 ). 
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TABLA 1.2-3 

PARÁMETROS DE ELLIS PARA SOLUCIONES DE CARBOXIMETIL 

CELULOSA EN AGUA” 

Parámetros de la Ec. 1.2-5 
_ Intervalo 

experimental 

Concentración de a <p 0 (p x del esfuerzo 

la solución Tempera- (adimen- (cm* seg _1 (cm 2 “ seg _1 cortante 
(% en peso) tura r(°C) sional) dina- !) dina - *) (dina cm -2 ) 


4,0 % de CMC bajo” 

29,4 

1,170 

0,1377 

0,3211 

8 

a 440 

5,0% de CMC bajo 

29,4 

1,337 

0,0000 

0,0521 

8 

a 1010 

1,5% de CMC medio 

29,4 

1,185 

0,4210 

0,2724 

6 

a 300 

2,5 % de CMC medio 

29,4 

1,412 

0,0383 

0,0181 

17 a 720 

0,6 % de CMC alto 

29,4 

1,707 

0,289 1 

0,0280 

8 

a 270 


* J. C. Slattery, tesis doctoral. Universidad de Wisconsin (1959), p. 79a. Los valores 
corregidos de qr 0 y <f¡ se deben a la amabilidad del doctor Slattery. 

4 CMC bajo, medio y alto, son preparados comerciales de carboximetilcelulosa de 
bajo, medio y elevado peso molecular. 


M odelo de Ellis 


- -J- » (íPo + 9>i W J Kx (1-2-5) 

dy 

Este modelo consta de tres parámetros positivos ajustables: (p^, <f\ y a. Si se toma 
para a un valor mayor que la unidad, el modelo tiende hacia la ley de Newton para . 
valores bajos de x yx , mientras que si se elige para a un valor menor que la unidad, 
la ley de Newton se establece para valores elevados de T yx , El modelo presenta una 
gran flexibilidad, y en él están comprendidas, como casos particulares, tanto la ley 
de Newton (para (p\ = 0), como la ley de la potencia (para <p$ = 0). En la Tabla 
1.2-3 se presentan los parámetros de Ellis para diversos fluidos. 


M odelo de Reiner-Philippoff 


dv x 

dy 



1 


^0 ~ Uno 

i + (vW 2 ' 


(1.26) 


Este modelo contiene también tres parámetros positivos ajustables: /íq, fi^, y T s . 
Teniendo en cuenta que frecuentemente se ha observado que el comportamiento 
newtoniano se presenta, tanto para valores muy bajos como muy elevados del gra¬ 
diente de velocidad, la Ec. 1.2 - 6 ha sido planteada con el fin de que se 
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transforme en estos dos casos límite en la ley de Newton de la viscosidad, hacién¬ 
dose fi = fiQ y [x = fi 0 o, respectivamente. La curva que resulta al representar gráfica¬ 
mente r frente a dvjdy muestra dos puntos de inflexión, que corresponden a va¬ 
lores de r = t, ]¿ 3/ío/jWcxd- En la Tabla 1.2-4 se dan valores de (¿q, y r s , para 
diversos fluidos. 

La Fig. 1.2 — 1 es una descripción gráfica del comportamiento Teológico de los 
modelos que hemos expuesto. Téngase presente que estas ecuaciones no son más 
que fórmulas empíricas de ajuste de curvas, y por consiguiente, es muy aventurado 
emplearlas fuera del intervalo de los datos experimentales utilizados en su obten¬ 
ción. Obsérvese, asimismo, que los parámetros de alguno de estos modelos son 
funciones de la temperatura, presión, composición, y, generalmente también, del 
intervalo de dvjdy para el que se ha ajustado la ecuación; por tanto, al dar los va¬ 
lores de los parámetros Teológicos, es preciso especificar cuidadosamente las condi¬ 
ciones en que han sido determinados. 

TABLA 1.2-4 

PARAMETROS DE REINER-PHILIPPOFF PARA ‘DIVERSOS FLUIDOS= 


Parámetros de la Ec. 1.2—6 Intervalo expe- 


Substancia 

Tempera¬ 
tura T{‘C) 

Po 

(poise) 

Moo 

(poise) (dina cm~ 2 ) 

■ nmental del es¬ 
fuerzo cortante 
(dina cm~ 2 ) 

Azufre fundido 

120 

0,215 

0,0105 

0,073 

0,2 a 10 

Butirato de colesterina 100 

30,4 % de metano 1 en 

2,4 

0,35 

1,05 

0,8 a 20 

hexano 6 

0,4 % de poliestireno 

34 

0,035 

0,0035 

0,5 

0,1 a 4 

en tetralina 6 

20 

4,0 

1,0 

500 

500 a 4000 


*w. Phílíppoff, Kolloid Z., 71, 1-1 6 (1935). Verlag Dr. Dietrich Steinkopff, Darms- 
tadt. 4 Mezcla de dos fases líquidas. 4 Poliestireno de peso molecular 600.000. 

En estado no estacionario pueden existir otras formas de comportamiento no- 
newtoniano. Por ejemplo, los fluidos que presentan una disminución limitada de r¡ 
(véase Ec. 1.2— 1) con el tiempo, al aplicar repentinamente un esfuerzo cortante 
r yx , se denominan tixotrópicos, recibiendo el nombre de reopécticos los que dan lugar 
a un aumento de r¡ con el’ tiempo en ‘esas condiciones. Los fluidos que recobran 
parcialmente la forma original al cesar el esfuerzo cortante se denominan visco- 
elásticos. El estudio cuantitativo de estos y otros tipos, de comportamientos no- 
newtonianos dependientes del tiempo, es uno de los importantes campos de la mecá¬ 
nica de fluidos que todavía está muy poco desarrollado. 





|-I6 TRANSPORTE DÉ CANTIDAD DE MOVIMIENTO 

§ 1.3. INFLUENCIA DE LA PRESIÓN Y LA TEMPERATURA SOBRE 

LA VISCOSIDAD 

Existen numerosos datos de viscosidad de gases y Equidos puros reseñados en 
la bibliografía, especialmente en las Physikochemische Tabellen de Landolt-Bomstein. 
Cuando se carece de datos experimentales y no se dispone de tiempo para obte¬ 
nerlos, la viscosidad puede estimarse por métodos empíricos, utilizando otros 
. datos de la substancia en Cuestión. En este libro se presentan dos correlaciones que 
permiten efectuar dicha estimación, y que a su vez proporcionan información sobre 
la variación de la viscosidad de los fluidos ordinarios con la temperatura y la pre¬ 
sión. Estas correlaciones se basan en el análisis de un gran número de datos expe¬ 
rimentales de diferentes fluidos, mediante la aplicación del principio de los estados 
correspondientes 1 . 

La Fig. 1.3 — 1 es una representación gráfica de la viscosidad reducida p r = 
que es la viscosidad a una determinada temperatura y presión, dividida por la vis¬ 
cosidad correspondiente al punto crítico. En la figura se ha representado la visco¬ 
sidad reducida frente a la temperatura T r — T¡T C y la presión p r = p/p c reducidas. 
Se observa que la viscosidad de un gas tiende hacia un valor límite definido (el limí¬ 
te de baja densidad en la Fig. 1.3—1), cuando la presión tiende hacia cero a una 
determinada temperatura; para la mayor parte de los gases este límite se alcanza 
ya prácticamente a la presión de 1 atm. La viscosidad de’un gas a baja densidad 
aumenta con la temperatura, mientras que la de m liquido disminuye al aumentar ésta. 

Generalmente no se dispone de valores experimentales de p c , pero pueden esti¬ 
marse siguiendo uno de estos dos procedimientos: (i) si se conoce el valor de la 
viscosidad para una cierta temperatura y presión reducidas, a ser posible en las 

condiciones más próximas a las que se desean, puede calcularse p mediante la 

expresión p, c = (ii) si sólo se conocen los valores críticos de p-V-T, p c puede 

estimarse a partir de las ecuaciones. 

p c = 6 i, 6 (MT c f\v c r H o p c = i,im' A p?T:' A 01.3-1,2) 

en las que p c está expresado en micropoises, p c en atmósferas, T en °K y V e en 
ce por gramo-mol. Hougen y Watson 2 han publicado una tabla de viscosidades 
críticas, calculadas por el método (i) que se reproduce en el Apéndice B. 

En la Fig. 1.3-2 se da una- representación gráfica de p# — pjp 0 , que es la vis¬ 
cosidad a una determinada temperatura y presión, dividida por la viscosidad a la 

misma temperatura y a la presión atmosférica. Esta variable se ha representado 
también en función de la temperatura y presión reducidas. A partir de las cons¬ 

tantes críticas se pueden determinar p r y T„ y utilizar estos valores para obtener en la 

1 Para un tratamiento general del principio de los estados correspondientes, véase F. Daniels 
y R. A. Alberty, Physical Chemistry, Wiley, Nueva York (1955), pp. 21-23. 

* O. A . Hoijgen y K. M. Watson, Chemical Process Principies, Part 111, Wiley, Nueva York 
(1947), p. 873 . 
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Fig. 1.3-1. Viscosidad reducida fi r = filfa en función de la temperatura reducida, para dis¬ 
tintos valores de la presión reducida p, = p¡p c . [O. A. Uyehara y K. M. Watson, Nat, Perroleum 
News, Tech. Section 36,764 (Oct. 4, 1944); revisada por K. M. Watson (1960). Una versión a gran 
escala de este gráfico se inserta en 0. A. Hougen. K. M. Watson y R. A. Ragatz, C. P.P. Charts, 
Wiley, Nueva York (1960), Segunda edición.] 
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Fig. 1.3-2. Viscosidad reducida en función de la presión reducida p, = p¡p c y la 

temperatura reducida T, = T¡T C . [H- L. Carr, R. Kobayashi y D. B. Burroughs, Am. ¡nst. Min. 
& Met. Engrs., Petroleum Tech; 6, 47 (1954).] 

gráfica ¡¿fot 0 . El valor así obtenido se multiplica por p°, que puede ser un dato expe¬ 
rimental o un valor calculado a partir de la teoría de los gases diluidos que se es¬ 
tudia en § 1.4. Los gráficos de las Figs. 1.3 — 1 y 1.3-2 concuerdan satisfactoria¬ 
mente en el intervalo de p, y T, que es común a ambos. 

La Fig. 1.3-1 puede utilizarse para calcular de forma aproxima& las visco¬ 
sidades de las mezclas de los gases densos; sin embargo, en el caso de presiones 
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medias es preferible emplear el método de la Ec. 1 .4— 19. Para calcular la viscosidad 
de una mezcla de n componentes mediante la Fig. 1.3— I , se utilizan las propiedades 
pseudocrí ticas 3 definidas empíricamente por las ecuaciones: 

pe' = i *iPc< T;- Í* iTci p’ = i x it i ci (1.3-3,4,5) 

i=l 1=1 Í=1 

Es decir, que, en vez de p c , T c y p c , se calculan en este caso p c , T' c y p r procediendo 
luego de igual forma que si se tratase de un fluido puro. Este método no es muy 
exacto si las substancias que forman la mezcla tienen distinta constitución química 
o sus propiedades críticas difieren notablemente 4 . Mediante el gráfico de la Fig. 1.3-2 
puede seguirse un método análogo, calculando el valor de p° de la mezcla a partir 
de la Ec. 1.4-19. 


Ejemplo 1.3-1. Estimación de la viscosidad a partir de las propiedades criticas 

Calcular la viscosidad del a 50°C y 854 atm, siendo M = 28,0 g/g-mol, p ( = 33,5 
atm y T c = 126,2°K. 

Solución. En este caso hay que utilizar el método de Watson-Uyehara. Calculando 
p c mediante la Ec. 1.3-2, tendremos 

p c = 7,70 (28,0)5 (33,5) 2 / 3 (126.2)-‘/« 

= 189 micropoises = 189 x 10' 6 g cm' 1 seg' 1 
Los valores de la temperatura y presión reducidas son: 


T, = 273,2 + 50 

~ Í26¿ 


= 2 56 


Pr = 



En la Fig. 1.3-1 se lee p/p c = 2,39. Por tanto, el valor estimado de la viscosidad es 

H = p c (nln c ) = 189 x i0-« x 2,39 = 452 xl0' s gcm^seg' 1 

El valor experimental 5 es 455- x-JO" 6 g cm" 1 seg' 1 . La concordancia es en este caso ex¬ 
cepcionalmente buena. 


Ejemplo 1.3-2. Efecto de la presión sobre la viscosidad de los gases 

La viscosidad 6 del CO, a 45,3 atm y 40,3° C es 1800 x 10~ 7 poise. Estimar el valor 
de la viscosidad a 114,6 atm y 40,3° C. utilizando la Fig. 1.3-2. 

Solución. La temperatura y presión reducidas, correspondientes a las condiciones en 
las que se conoce la viscosidad, son: 


T r 


273,2 + 40,3 
304,2 


1,03; p r 


45,3 

722) 


0, 622 


En la Fig. 1.3 -2 se encuentra que ¿j# s 1.12 en estas condiciones; por tanto, pP = p¡p# 
= 1610 x 10 -7 g cm' 1 seg -1 . 


3 Ibid. Part. II, p. 604. 

4 E. W. Cominos, High Pressure Technology , McGraw-Hill, Nueva York (1956), p. 281. 

6 A. M. J. F. Michels y R. E. Gibson, Proc. Roy. Soc, (Londres), A134, 288 (1931). 

8 E. WARBURG y L. v. Babo, iVied. Ann., 17, 390 (1882). 
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La presión reducida en las condiciones deseadas es 

p, ~ = 1,57 y T, es la misma de antes. En la Fig. 1.3-2 se lee yfi = 3.7; por tanto, 

— 7Z,7 

el valor de la viscosidad a 114,6 atm y 40,3° C es p = 3,7 x 1610 x 10 -7 = 6000 x 10 -7 
g cm -1 seg -1 . El valor experimental* es 5800 x 10‘ 7 g cm' 1 2 seg" 1 . 

§ 1.4 TEORÍA DE LA VISCOSIDAD DE LOS GASES A BAJA DENSIDAD 

Las viscosidades de los gases a baja densidad se han estudiado ampliamente, 
tanto en el aspecto experimental como en el teórico. Con el fin de ilustrar el meca¬ 
nismo del transporte de cantidad de movimiento, vamos a comenzar con una de¬ 
ducción simplificada de la viscosidad desde el punto de vista molecular. 

Consideremos un gas puro constituido por moléculas esféricas, rígidas y que no 
se atraen, de diámetro d y masa m, con una concentración de n moléculas por unidad 
de volumen. Supongamos que n es suficientemente pequeño, de forma que la dis¬ 
tancia media entre las moléculas sea mucho mayor que su diámetro. Al alcanzarse 
el equilibrio en un gas en estas condiciones, la teoría cinética’ establece que las ve¬ 
locidades moleculares relativas a la velocidad2 «, del fluido, siguen direcciones al 
azar y tienen un valor medio w, que viene dado por la expresión 



Fig. 1 A-l. Transporte molecular de cantidad de movimiento x desde el plano ( y —a) al plano y. 

1 Lis cuatro primeras ecuaciones que se exponen aquí se dan sin demostración. Un trata¬ 
miento adecuado puede encontrarse en la mayor parte de los libros de teoría cinética, p. e., E, 
H. kennard, Kinetic Theory of Gases, McGraw-Hill, Nueva York (1938), capítulos II y III. 

2 Aquí v es el vector veloddad del fluido, que representa la media de las velocidades molecu¬ 
lares en las inmediaciones de un determinado punto. 
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Ü = j' 


8k T 


-nm 


(1.4-1) 


en la que k es la constante de Boltzmann. La frecuencia del bombardeo molecular 
por unidad de área, que actúa sobre una cara de una superficie estacionaria en 
contacto con el gas, viene dada por: 


Z = \nü (1.42) 

El recorrido3 libre medio X, es la distancia que recorre una molécula ‘entre dos 
colisiones consecutivas, siendo 

A “vik (L4 - 3) 

Las moléculas que llegan a un plano han efectuado, como promedio, sus últimas 
colisiones a una distancia a de este plano, siendo 


a = \X 


(1.4-4) 


Para determinar la viscosidad de este gas en función de las propiedades molecu¬ 
lares, veamos lo que ocurre cuando fluye paralelamente al eje x con un gradiente 
de velocidad dvjdy . (Véase Fig. 1.4— 1). Se supone que las Ecs. 1.4— 1,2, 3,4, siguen 
siendo válidas en esta situación de no-equilibrio, con tal de que todas las veloci¬ 
dades moleculares estén calculadas con relación a la velocidad media u, en la región 
donde la molécula considerada fia efectuado su última colisión. La densidad de 
flujo de cantidad de movimiento-x a través de un plano situado a una distancia 
constante y, se obtiene sumando las cantidades de movimiento-x de las moléculas 
que cruzan en la dirección y positiva, y restando las cantidades de movimientO-Jt 
de las que cruzan en el sentido opuesto. Por lo tanto 


r w = Zmv x \ v - a - Zmv x \ y+a 


(1.4-5) 


Al expresar esta ecuación se ha supuesto que todas las moléculas tienen velocidades 
representativas de la región en la que han, efectuado su última colisión, y que 
el perfil de velocidad v,(y) es esencialmente lineal en una distancia de varias veces el 
recorrido libre medio. Teniendo en cuenta esta última suposición, se puede escribir, 


. . . uv x 

vjy-a - ”* 1 » ~z x ~r 

V X \y+a = Vjy + T ¿ ! 


2 •> d»x 

3 dy 

2 , dyz 

3 dy 


(1.4-6) 


3 El recorrido libre medio es un recurso intuitivo, que solamente es válido para las moléculas 
que no ejercen entre sí fuerzas demasiado grandes. E I concepto es fácilmente aplicable a las mo¬ 
léculas tipo «bola de billar» que estamos considerando, pero no a la moderna teoría cinética que 
se estudia después en esta sección, 
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Combinando las Ecs. 1.4-2, 5 y 6, tendremos 

T va , = - | nmüÁ ^ (1.47) 

3 áy 

Esta ecuación corresponde a la ley de la viscosidad de Newton (Ec. 1.1—2), siendo 
la viscosidad 

¡x = Jn/nwÁ = iioüA (1.4-8) 

La Ec. 1.4-8 fue obtenida por Maxwell en 1860. 

Combinando las Ecs. 1.4— 1, 3 y 8, se obtiene 


2 Jm kT. 


(1-4-9) 


que corresponde a la viscosidad de un gas a baja densidad, constituido por esferas 
rígidas. Obsérvese que es preciso conocer un valor experimental de ¡i para deter¬ 
minar el diámetro de colisión d, a partir del cual se puede predecir ¡x en otras condi¬ 
ciones. 

La deducción anterior proporciona una descripción cualitativamente correcta 
de la transferencia de cantidad de movimiento en un gas a baja densidad. La pre¬ 
dicción de ía Ec. 1.4-9 de que ¡x es independiente de la presión esta en buena con¬ 
cordancia con los resultados experimentales para presiones de hasta unas 10 atm 
(véanse Figs. 1.3— 1, 2). En cambio, la dependencia con respecto a la temperatura 
es menos satisfactoria; los datos experimentales de varios gases indican que fx varía 
más rápidamente de lo que corresponde a T°’ s , y que adeiílás, esta variación no 
puede representarse exactamente mediante una función potencial de T (véase 
Fig. 1.3— 1). Para predecir con exactitud la variación de ¡x con la temperatura hay 
que substituir el modelo de la esfera rígida por un campo de fuerzas moleculares más 
realista, y además, analizar más cuidadosamente la desviación respecto del compor¬ 
tamiento de equilibrio. A continuación se presentan los resultados de un análisis 
detallado del problema 4 . 

Antes de la primera Guerra Mundial, Chapman en Inglaterra y Enskog 5 6 en 
Suecia desarrollaron, independientemente, una teoría cinética rigurosa de los gases 
monoatómicos a baja densidad. La teorja de Chapman-Enskog da expresiones 
para los coeficientes de transporte en función de la energía potencial de interacción 
entre dos moléculas del gas. La energía potencial <p está relacionada con la fuerza 


4 Lo que queda de esta sección se dedica a resumir los resultados de J. O. Hirschfelder, C. 

F. CURTISS y R. B. BlRD , Molecular Theory of Gases and Liquids; Wiley, Nueva York (1954), ca¬ 
pítulos 8 y 9. En un artículo de revista sobre este tema se hacen resaltar los resultados de interés 
para los cálculos ingeníenles; véase R. B. Bird, J. 0. Hirschfelder, C. F. CURTOS, Trans. ASME, 
76, 1011-1038 (1954). 

6 Esta teoría es tratada con detalle por S. CHAPMAN y T. G. COWLING, Mathematical Theory 
of Non-Uniform Gases, Cambridge University Press (1951), segunda edición. 
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de interacción F mediante la ecuación F = — d(p¡dr, en la que r es la distancia entre 
las moléculas. Si se conociese exactamente cómo varían las fuerzas entre las 
moléculas, en función de la distancia entre ellas, se podría substituir en las ecua¬ 
ciones de Chapman-Enskog y calcular los coeficientes de transporte. 

La forma exacta de la función <p(r) no se conoce, pero afortunadamente, se ha 
comprobado, mediante una investigación copiosa, que una función empírica muy 
satisfactoria de la energía potencial es el potencial (6-12) de L en na rd-Jones: 


<p(r) = 4e 



(1.4-10) 


donde o es un diámetroó característico de la molécula (el «diámetro de colisión») 
y e una energía característica de interacción ettre las moléculas (la energía de atrac¬ 
ción máxima entre dos moléculas). Esta función se representa en la Fig. 1.4-2, que 
pone de manifiesto los caracteres típicos de las interacciones moleculares: débil 
atracción para grandes separaciones (prácticamente proporcional a, r— 6 ), y fuerte 
repulsión para separaciones pequeñas (aproximadamente proporcional a r -12 ). La 
Ec. 1.4— 10 resulta muy satisfactoria para numerosas moléculas no polares. Los 
valores de o y e se conocen para muchas substancias; en la Tabla B-l se presenta 
una relación parcial, pero pueden encontrarse más datos en la bibliografía”. Si no 
se conocen los valores de oye, pueden calcularse a partir de las propiedades del 
fluido en el punto crítico (c), de la temperatura normal de ebullición del líquido (b), 
o del punto de fusión del sólido (m), mediante las sigúientes ecuaciones empíricas4 


c/k = 0,77 T c 

o = 0,841 V'f o 2,44 ( — j 

Pc 

1 (1.4-11,12,13) 

'x 

II 

)—*■ 

a = 1,166 

(1.4-14,15) 

e/K = l,92T, n 

o = 1 ,222 soi. 

(1.4-16,17) 


en las que e/ic y T están en “K, o en unidades Angstróm 7 , V en cm 3 g-mol _1 , y p c 
en atm. 

El coeficiente de viscosidad de un gas monoatómico puro de peso molecular M, 
a la temperatura T, viene dado en función de los parámetros o y € por la siguiente 
ecuación 


(j, = 2,6693 x 10 5 


JMT 


(1.4-18) 


6 Obdrvese que o es diferente del diámetro molecular d utilizado anteriormente en la teoría 
cinética simple. Ambos términos son del mismo orden de magnitud, pero no existe una relación 
sencilla entre ellos. 

1 1 unidad Angstrom = 10 -8 cm = 10~ 10 m. La unidad Angstrom A es la unidad normal 
de medida para las dimensiones moleculares. 
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O 

en la que p, [=] g Cffl -1 seg -1 , T[= ] “K, <r[=] A, y es una función ligeramente 
decreciente del número adimensional KT/e, cuyos valores se dan en la Tabla B-2. 
Aunque esta fórmula se ha deducido para los gases monoatómicos, se ha encon¬ 
trado que resulta también muy adecuada para los gases poliatómicos. La variación 
de fi con la temperatura que predice esta ecuación concuerda satisfactoriamente 
con la línea de baja -densidad en la gráfica de viscosidad reducida de la Fig. 1.3— 1. 
Obsérvese de nuevo que la viscosidad de los gases a baja densidad aumenta con la 
temperatura, aproximadamente con la potencia 0,6 a 1,0 de dicha variable. Re¬ 
cuérdese también que para el intervalo de baja densidad, la viscosidad es indepen¬ 
diente de la presión. 


Las motéculos se repelen para 



Fig. 1.4-2. Función de energía potencial que describe la interacción de dos moléculas esféri¬ 
cas no polares. La ecuación 1.4— 10 es una de las muchas ecuaciones empíricas propuestas para 
el ajuste de esta curva. 

Si el gas estuviese constituido por esferas rígidas de diámetro o (en vez de mo¬ 
léculas reales con fuerzas atractivas y repulsivas), Q valdría la unidad. Por lo tanto, 
la función Q puede interpretarse como la desviación respecto del comportamiento 
de la esfera’ rígida. 
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La teoría de Chapman-Enskog ha sido ampliada por Curtiss y Hirschfelder*, 
para incluir las mezclas gaseosas de varios componentes. En la mayor parte de los 
casos resulta muy adecuada la ecuación empírica de Wilke 9 : 

V x íMí 

/W.= > -- (1.4-19) 

<=i 2 

i=1 

en la que 



En estas ecuaciones, n es el número de especies químicas existentes en la mezcla; 
x i y Xj son las fracciones molares de las especies f y j; ¡i. y son las viscosidades 
de i y ja la temperatura y presión del sistema; y M i y son los pesos moleculares 
correspondientes. Obsérvese que 0 tj es un número adimensional, y que = 1 
cuando i = j. Se ha comprobado que la Ec. 1,4— 19 reproduce los valores experi¬ 
mentales de ¡u con una desviación media del orden del 2 %. La variación de 

/Wc. con I a composición es extraordinariamente no lineal para algunas mezclas, 
especialmente las de gases ligeros y pesados. 

En resumen, las Ecs. 1.4— 18, 19 y 20 son fórmulas útiles para el calculo de vis¬ 
cosidades de gases no polares y mezclas gaseosas a baja densidad, a partir de va¬ 
lores tabulados de los parámetros de fuerza intermolecular oye. Sin embargo, 
no pueden aplicarse con seguridad en el caso de gases constituidos por moléculas 
polares o muy alargadas, debido a que los campos de fuerza que existen entre estas 
moléculas dependen extraordinariamente del ángulo. Una modificaciónte de la Ec. 
1.4-10, teniendo en cuenta la influencia angular, ha dado buenos resultados para 
vapores polares tales como H 2 O, NH 3 , CH 3 OH, y NOCI. Por ultimo, una limitación, 
generalmente sin importancia, consiste en que estas ecuaciones han de modificarse 
en el intervalo de temperatura inferior a 100°K para tener en cuenta los efectos 
cuánticos 1 !. Para gases más pesados que el H 2 y el He, los efectos cuánticos sobre 
la viscosidad pueden despreciarse, aun para temperaturas inferiores. 

Ejemplo 1.41. Cálculo de la viscosidad de m gas a baja densidad. 

Calcular la viscosidad del C0 2 a 1 atm y 200, 300, y 800° K- 

Solución. Se utiliza la Ec. 1.4— 18. En la Tabla B-l se encuentra que las constantes 

8 c. F. Curtiss y J. 0. Hirschfelder, J. Chem. Pkys., n , 550-555 (1949). 

9 c. R. Wilke, J. Chem. Phys., 18, 517-519 (1950). Véase también J. w. Buddenberg y 
C. R. Wilke, Ind . Eng . Chem., 41, 1345-1347 (1949). 

10 e. A. Masón y L. Monchick, J. Chem. Phys., 35, (1961). 

11 J. O. Hirschfelder, C. F. Curtiss y R. B. Bird, op . cit ., capítulo 10. 
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de Lennard-Jones para et CO, valen c/k = 190” K y a = 3,996 Á. Et peso molecular del 
CO, es 44,010. Substituyendo los factores constantes \f y a en ta Be. 1-4 -18 se obtiene 


V44 010T V T 

^ 2,6693 xl0-* (1 ^= U09xl0-^- 


(1.4-21) 


en ta que /<[=] g cm^seg' 1 y 7’[=] “K. Los demás cálculos se indican en ta siguiente tabla 

Viscosidad 

calculada Viscosidad 

T £i = JL de ta Tabla (Ec. 1.4-21) observada 12 

C‘K) f 190 B-2 VT (g cm' 1 seg' 1 ) (gem^seg' 1 ) 



1: C0 2 0,133 44,010 1462 x 10‘ 7 

2: 0 , 0,039 32,000 2031 x 10' 7 

3: N 2 0,828 28,016 1754 x 10‘ 7 

Solución. Se utilizan 1 las Ecs. 1.4-20 y 1.4 — 19, por este orden. En ta siguiente tabla 


se indican las principales etapas del cálculo , 3 


i 

i 

MJMj 

Pih'i 

(Ec. 1.4-20) ^ 

JL* 3 tí 

i i- 1 

r . .> -1 

1 

■ 4,000 

1,000 

t .000 1 

f 

> 


2 

.1,375 

0,720 

0,730 J 

1 0,763 


3 

1,571 

0,834, 

0,727 


2 

1 

2 

1,000 

1,000 

1,000 ■ 

1 1,057 

W-r 

3 

m 

m 

m i 

i 


2 

0,876 

0,864 

0,993 ^ 

j. 1,049 

V; 3 

} 

,1,000 

MU* 

m J 



12 h. l. jóhnston y k. e. McCloskey, J. Phys. Chem., 44, 1038 (1940). 






VISCOSIDAD Y MECANISMO DEL TRANSPORTE 


1-27 


La EC. 1.4 — 19 da 


3 




fltaeK.— 3 
»=1 2 

i=1 


(O, i 33)( 1 462)( 10' 7 ) (0,039)(2031X10- 7 ) (0,828)(1754)(10 7 ) 


■ + 


1,057 


0,763 

= 1717 x 10' 7 g cm' 1 seg' 1 
El valor experimental es 13 1793 x 10' 7 g cm' 1 seg' 1 . 


+ 


1,049 


§ 1.5 TEORÍA DE LA VISCOSIDAD DE LOS LÍQUIDOS 

El conocimiento que tenemos de la viscosidad de los líquidos es fundamental¬ 
mente empírico, ya que la teoría cinética de los líquidos se ha desarrollado tan sólo 
de forma parcial. No obstante, tiene interés la teoría aproximada desarrollada por 
Eyring y colaboradores 1 , porque explica el mecanismo que tiene lugar, y permite 
estimar aproximadamente la viscosidad a partir de otras propiedades físicas. 

En un líquido puro en reposo, las moléculas están constantemente en movi¬ 
miento, pero debido al compacto empaquetamiento, el movimiento queda reducido 
prácticamente a la vibración de cada ‘molécula dentro de una «jaula» formada 
por las moléculas más próximas. Esta jaula está representada por la barrera de 
energía potencial de altura AG 0 *¡Ñ, como se indica en la Fig. 1.5-1. Eyring su¬ 
girió que un líquido en reposo sufre reordenaciones continuas, durante las cuales 
una molécula escapa desde una «jaula» a un «hueco» adyacente, tal como se indica 
en la Fig. 1.5-1, y que de esta forma, las moléculas se mueven en ca& una de las 
direcciones de las coordenadas cartesianas, dando saltos de longitud a y frecuencia 
por molécula k, estando k dada por la ecuación de velocidad 


k — üTg 

h 


(1.5-1) 


En esta ecuación, k y h son las constantes de Boltzmann y Planck (véase Apéndice C), 
R es la constante molar de los gases, A<j 0 * es la «energía libe de activación» molar 
del fluido estacionario. 

Si el fluido circula en la dirección-x con un gradiente de velocidad dvjdy, la 
frecuencia de las reordenaciones moleculares aumenta. Este efecto puede explicarse 
teniendo en cuenta que la barrera de energía potencial se distorsiona a causa del 
esfuerzo aplicado x yx (véase Fig. 1.5—1), de forma que 



(1.5-2) 


13 F. Herning y L. Zipperer, Cas-und Wasserfach, 79, 49-54, 69-73 (1936). 

1 S. GlaSSTONE, K . J . Laidler y H. EYRING, Theory af Rate Processes, McGraw-Hill, Nueva 
York (1941), capítulo 9. 
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Fig. 1.5-1. Ilustración de un proceso de escape en el flujo de un liquido. La molécula 1 tiene 
que atravesar un estrecho «pasadizo» para alcanzar el lugar vacante. 


donde 9 es el volumen de un mol de líquido y ±(á/á)r Iy í 72 corresponde, aproxi¬ 
madamente, al trabajo comunicado a las moléculas que se mueven hacia la ama de 
las barreras de energía, según que se muevan a favor del esfuerzo cortante aplicado 
(signo mas) o en contra de él (signo menos). Llamando k¡ ala frecuencia de los 
saltos hacia adelante y k b a la de los saltos hacia atrás, a partir de las Ecs. 1.5—ly 
1.5-2 se encuentra que 


¿ c -aG¿IRT ( jit„Vi2ÓRT 

h 

= KT c -AGjlRT c -ar.yi2iRT 


(1.5-3) 
(1 -5—4) 


La velocidad neta con que las moléculas de la capa A (Fig. 1.5— 1) se ponen delante 
de las de la capa B, es exactamente el camino recorrido en un salto (a) multiplicado 
por la frecuencia neta de los saltos hacia adelante (*, — k b ); por tanto 

v xA - v xB = a(k, - k b ) 


ÉL; 


(1.5-5) 
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Teniendo en cuenta que el perfil de velocidad es lineal en la pequeñísima distancia 8 
comprendida entre las capas A y B, se llega a 

(*,-*») (1.5-6) 

Combinando las Ecs. 1.5-3, 4, 6, se obtiene finalmente 


_ ^ _ <1 ^ KT c~ á0 RTj^r„?IZ»RT _ e -aT„Pl2dRTj 

- í (?*^ w ")( 2 - y ) <i5 - 7) 

Es interesante hacer notar que la Ec. 1.5-7 predice el flujo no-newtoniano de 
los líquidos en general; de hecho, esta ecuación tiene la misma forma general que 
el modelo de Eyring, correspondiente ala Ec. 1 .2-4. Pero si t V/2ÓRT es pequeño 
comparado con la unidad, la Ec. 1.5-7 concuerda con la ley de Newton de la vis¬ 
cosidad, siendo 


n — §. Ülb. g^^iRT 
a V. 


(1.5-8) 


en la que Ñ es el numero de Avogadro. En la mayor parte de las aplicaciones se 
toma d/a igual a la, unidad, pero esta simplificación no” supone una disminución de 
la exactitud, puesto que A(j 0 ’ se ha determinado empíricamente para conseguir 
que la ecuación concuerde con los datos experimentales. 

Se ha encontrado que las energías libres de activación A(? 0 *,, determinadas 
ajustando la Ec. 1.5-7 para los datos experimentales de la viscosidad frente a la 
temperatura, son casi constantes para un fluido dado, y pueden correlacionarse 
fácilmente con la energía interna de vaporización a la temperatura normal de ebu¬ 
llición 2 


ACf = 0,408At?va P 


(1.5-9) 


Utilizando esta información empírica, y tomando d¡a = 1 (lo que está de acuerdo 
con los cálculos que conducen a la Ec. 1.5—9), la Ec. 1.5-8 se transforma en , 


= e ".«08AP„ p /«T (1.5-10) 

La energía de vaporización a la temperatura normal de ebullición puede calcularse 
aproximadamente mediante la regla de Trouton 

At7 V ap = AZ?va P - RT„ = 9,4RT b (15-11) 


* J. F. KlNCAID, H. Eyring y A. E. Stearn, Chem. Revs., 28, 301 (1941). 
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Con esta última aproximación, la Ec. 1.5-10 queda 


¡i ~ 


tUl „3,STi/T 

V 


(1.5-12) 


Las Ecs. 1.5-10 y 1.5-12 indican que la viscosidad disminuye exponencial¬ 
mente con la temperatura, lo que está de acuerdo con el comportamiento obser¬ 
vado -¡iara la mayor parte de los líquidos. Estas dos ecuaciones no son muy exactas, 
dando frecuentemente errores de hasta un 30 %; son útiles especialmente para una 
estimación aproxima&, y sirven de guía para la interpolación y extrapolación de 
datos incompletos de viscosidad. No deberán utilizarse, sobre todo para moléculas 
lineales muy largas, como, por ejemplo, n-C 20 H 42 , que se desvían notablemente 
de la Ec. 1.5-9. Otras fórmulas empíricas pueden encontrarse en la obra de Part- 
ington 3 . 


Ejemplo 1.5-1. Estimación de i a viscosidad de un. líquido puro 

Estimar la viscosidad del benceno líquido, C$H$, a 20” C. 

Solución. Se utiliza la Ec. 1.5-12, juntamente con los siguientes datos: 

Ñ = 6,023 x 10 23 (g-mol)- 1 
h = 6,624 x 10 -27 erg seg o g cm 2 seg <_1 
9 = 89,0 cm 3 (g-mol)” 1 ‘a 20° C 
T b = 273,2 + 80,1 = 353,3° K 
T = 273,2 + 20 = 293.2" K 
Substituyendo en la Ec. 1.5— 12, se obtiene 

H = (Ñhj 9) e 3 ' ST b IT 

f (6,023 x 10 23 ) (6,624 x 10' 27 ) 3 - 8x , 353 - 2 

=-PJ¡)- 

= 4,46 x 10 -3 g cm -1 seg -1 
= 0,45 cp. 

El valor experimental de la viscosidad que se da en la Tabla 1.1-2 ‘es 0,647 cp. Esta 
discrepancia pone de manifiesto el carácter aproximado de la teoría. 


CUESTIONES PARA DISCUTIR 

1. Comparar la ley de Newton de la viscosidad con la ley de la elasticidad de Hooke. 

2. Probar que la «cantidad de movimiento por unidad de Brea y unidad de tiempor tiene las 
mismas dimensiones que la «fuerza por unidad de área». 

3. ¿Cuáles son las unidades de viscosidad y viscosidad cinemática? 


3 J. R. partington , Treatise onPhysicai Chemistry, Longmans, Green (1949). Esta obra, en 
varios volúmenes, contiene un estudio completo de la bibliografía fisicoquímica. 
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4. ¿Eli' qué obras de referencia se pueden encontrar datos de viscosidad? 

5. Comparar los valores de la viscosidad y viscosidad cinemática del aire, agua y mercurio, 
a 1 atm y 20» C. 

6. ¿Qué quiere decir la palabra no-newtoniano ? ¿Qué tipo de substancias presentan este com¬ 
portamiento? 

7 , ¿Qué es «reología»? 

8. ¿Cómo varia la viscosidad con la temperatura y la presión? 

9. ¿Qué métodos existen para calcular la viscosidad de gases densos y de líquidos? 

10. ¿Qué es el potencial de Lennard-Jones y qué. representa? 

11. Determinar la fuerza entre dos moléculas en función de la distancia, según el potencial 
de Lennard-Jones. Hallar el valor de r m en función de a y e, utilizando la Fig. 1.4-2. 

12. ¿Cuáles el significado de los parámetros O y €? Ilústrese con un esquema. 

13. ¿Cómo pueden obtenerse <j y £ a partir de datos de viscosidad?' 

14. La función de energía potencial de Lennard-Jones describe un campo esféricamente simé¬ 
trico. Nombrar dos características moleculares que provocan un aumento de los campos de ele¬ 
gía potencial y dan lugar a que no tengan simetría esférica, 

15. Describir gráficamente La función de energía potencial <p(r) para moléculas esféricas rígi¬ 
das que no se atraen. y 

16. ¿ Cuál es el significado fiiieo de la función de la Ec. 1.4-18? 

17. Las moléculas de los distintos isótopos atómicos tienen 'los mismos valores de O y e¡ te¬ 
niendo esto en cuenta, ¿cómo calcularía usted la viscosidad del CD, a 20° C y i atm a partir de-la 
del CH, a 20°C? 

18. ; Qué diferencia de viscosidades de los gases diluidos debe esperarse para el U***F 8 

ylW,? 

19. ¿ Como se simplifica la ecuación de Wilke cuando = 1 para’ todos 1ÓS i y j ‘de una IJ1CZ- 
cla gaseosa? ¿Para qué tipo de mezclas gaseosas OCUtTC ato? 

20. ¿Puede expresarse la densidad& flujo de cantidad de movimiento de un liquido median- 

té I 3 Ec. 1.4—5? 'S6T 

21. Un fluido A tiene una viscosidad doble que otro’ B; ¿cuál de éltos cree usted que Huirá 
más rápidamente en un tubo horizontal de longitud L, bajo la misma diferencia de presión? 


PROBLEMAS 1 

l.Aj. Cálculo de viscosid ad e s de gases a buja densidad 

Predecir la viscosidad del oxigeno, nitrógeno y metano moleculares, presión atmosférica 

y 20» C. Expresar todos los resultados en cp. Compare sus resultados con los valores experimenta¬ 
les que se indican en este capituló. ' 

Respuestas: 0,0203, 0.0175, 0,0109 cp. 

l.Bj. Cálculo de viscosidades de mezclas gaseosas a baja densidad 

Se conocen los siguientes datos* de la viscosidad de las mezclas de hidrogeno y freón-12 (di- 
clorodífluorometano) a 25» C > 1 atm. : 


t Véase el Prólogo en relación qon loa tipos de problemas. 

* J. W. Buddenberg y C. R. Wilke, Ind. Eng. Chem.,41 1345-1347 (1949). 
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x t p x 10* 

Fracción molar de Hj (g cm -1 seg -1 ) 


0,00 

124,0 

0,25 

128,1 

0,50 

131,9 

0,75 

135,1 

1,00 

88,4 


Calcular y comparar los resultados obtenidos mediante las Ecs. 1.4-19 y 20 para las tres com¬ 
posiciones intermedias, utilizando los datos de la viscosidad délos componentes puros. 

Ejemplo de respuesta: para x± = 0,50, p s= 0.01315 cp. 

l.Cj. Estimación de la viscosidad de on gas denso 

Estimar la viscosidad del N. a 20“ C y 67 atm, utilizando (a), la Fig. 1.3 — 1 y Pe de la Tabla 
B-l ; ( b ), la Fig. 1.3-2 y p° de la Tabla 1.1-2. Expresar los resultados en kg* m -1 seg -1 . 

Respuesta: a. 1,93 x 10— 8 kg* m-r seg -1 . 


l.Dj. Estimación de la viscosidad de u líquido 

Estimar la viscosidad de! agua al estado de líquido saturado a OC y 100° C, utilizando (a) 
la Ec. 1.5-10 y tomando para Atfvmp = 567,6 Kcal kST 1 a 0»C Y 498,6 Kcal kgST 1 a 100»C; 

(6) utilizando la ÉC. 1.5 -12. Comparar los resultados obtenidos con los valores de La Tabla 1.1 ■» 1. 

Respuesta: b. 4,0 cp, 0,95 cp. 


l.E t . Velocidad molecular y recorrido libre medio 

Calcular la velocidad molecular media 2, en cm seg -1 , y el recorrido libre medio A, en cm, 
para el 0, a i atm y 273.20 K. Supóngase que d a 3,0 A. ¿Cuál es la relación entre el recorrido 
libre medio y el diámetro molecular en estas condiciones? ¿ Cuál sería el arden de magnitud de la 
relación correspondiente en el estado h'quido? 

Respuesta:. ¡¡ = 4.25 x 10* cm SCg —1 , A = 9,3 x 10“ 6 cm. 

1-F,. Comparación del gráfico de Uyehara-Watson con h teoría cinética 

a. Utilizar las Ecs. 1.4-11,18 y la Tabla B-2 para construir una representación logarítmica 
de po* M-'lt T e -'lt frente a T„ hasta valores de T r =¡ 10, Representar en este gráfico p, frente a 
T,para gases a baja densidad, según la Fig. 1.3 -1. ¿Qué conclusiones se deducen al comparar 
la forma de las dos curvas? 

b. Determinar p c en función de M, T c y a, mediante la comparación de los resultados represen¬ 
tados en (a). 

c. Combinar Jos resultados de (ó) con las Ecs. 1.4-12,13 para obtener otras dos expresiones 

de p c en función de las propiedades criticas. Compare sus resultados con las correspondientes 
ecuaciones de Uyehara y Watson. 9 

l.Cj Comparación de la teoría cinética simple con la teoría exacta para esfera* rígidas 

Transformar la Ec. 1.4 -9 en otra equivalente a la Ec. 1.4— 18 y compararlas numéricamente 
para el caso de moléculas rígidas esféricas, siendo d = o. ¿Qué tanto por ciento de error se comete 

utilizando para dichas moléculas t* teoría cinética simple? 
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1 .H s . Distancia media de recorrido libre en ana dirección determinada 

El recorrido libre medio esta definido de tai forma que «->/* es la probabilidad que tiene una 
molécula de recorrer una distancia mayor que 5 entre dos colisiones consecutivas. Utilizando 
esta definición, y el hecho de que en up gas en equilibrio las velocidades moleculares tienen direc-' 
ciones al azar, determinar la distancia 6, según la dirección y, recorrida entre dos colisiones 
consecutivas por las moléculas que tienen una determinada v y positiva. 


l.Ij. Célenlo de velocidades medias a partir de la distribución de Maxwell-Boltzmann 

En la deducción de la teoría cinética simplificada expuesta en § l .4 se han hecho, sin demostra- 
ción, algunas aseveraciones acerca de! comportamiento de equilibrio de un gas. En este proble¬ 
ma y en el siguiente, se demuestra que algunas de estas afirmaciones son una consecuencia de la 
distribución de velocidades de Maxwell-Boltzmann. 

La distribución de Maxwell-Boltzmann de las velocidades moleculares de un «as en reposo, 
es la siguiente: 

/<«., «d «/(■) - íf— w “ r (1.M) 

en la que ■ y sus componentes son las velocidades moleculares individuales, y f(u Xt u y u,) du x du y 

du, es la fracción de! número tota! de moléculas, que es de esperar que en un determinado instante 
tengan velocidades comprendidas entre «, y «, + du x , u $ y a, + du r , u,y u, + du,. Déla Ec. 
1.1-1 se deduce que la distribución de! valor de la velocidad molecular « 1 , es 

0 . 1 - 2 ) 

a. Construir un esquema bidimensional de la distribución de velocidad en el espacio/(n), man¬ 
teniendo u, constante, y colocando trazos sobre el plano u w , con una concentración proporcio¬ 
nal a/(»„«,,«,). 

b. Calcular el valor medio de la velocidad 5, integrando uf(u) con respecto a u: 



El resultado correcto viene dado por la Ec.1.4- 1. 

c. Calcular los componentes 5»,5, y lúdela velocidad media s* integrando los componentes 
Uf («Jen todo el espacio de velocidad. La integra! que determina ü x es 


a. 



u,f(u„ u„ u.) du t du, du. 


f(«m, *r. “.) du, du, du. 


(1.1-4) 


y las integrales para u y y «, son análogas. Los resultados deberán de confirmar que el gas esta en 

reposo. 

d. Calcular la energía cinética media de una molécula, mediante la integración de \mtPf (u) 
con respecto a u: 
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El resultado es mu 1 s= */ a K T. 


1 mi? m 



imidf («) du 



(i .1-5) 


l.J 3 . Cálculo de la frecuencia de colisión de pared a partir de fe distribución de Maxwell- 
Boltzmann 

Se desea conocer la frecuencia Z, con la que las moléculas de un gas ideal chocan por unidad 
de área sobre una pared de una sola cara. El gas está en reposo, en equilibrio a la temperatura 
T, y contiene /j moléculas idénticas dé masa m por cm*. Considerando que la pared es la super¬ 
ficie y 5 = c y que el fluido está en la región y ■< c, se puede demostrar que Z es sencillamente el 
-producto del número de concentración n por el valor medio de u y de todas las moléculas que se 
mueven hacia la pared. Por tanto, 


roo r» r<» 
J—co ,:0 J— co 

1 ?oo r» r«r 


«»/ (u„ 3 du x du, du. 


f{u„u ln u¿du x du,du, 

J -oo 0 S-oo , ,i 

Evaluar Z, Utilizando f(u x , Uy,u,) de la Ec.l.I-1. ¿Está de acuerdo su resultado con las Ecs. 1.4— 1 . 2? 




CAPÍTULO 2 


DISTRIBUCIONES DE VELOCIDAD 
EN FLUJO LAMINAR 

En este capítulo vamos a estudiar cÓltlO se pueden calcular los perfiles de velo¬ 
cidad laminar en algunos sistemas geométricamente sencillos. Para estos cálculos 
se hace uso de la definición de viscosidad y del concepto de un balance de cantidad 
de movimiento. En realidad, para los problemas de ingeniería no se necesita gene¬ 
ralmente un conocimiento completo de las distribuciones de velocidad. Por el con¬ 
trario, es preciso conocer la velocidad máxima, la velocidad media, y el esfuerzo cor¬ 
tante en una superficie. Estas magnitudes pueden deducirse fácilmente una vez que 
se conocen los perfiles de velocidad. 

En la primera sección se hacen algunas observaciones generales acerca de los 
balances diferenciales de cantidad de movimiento. En las secciones que siguen 
después se exponen con detalle algunos ejemplos clásicos de los tipos de flujo vis¬ 
coso. Estos ejemplos deberán de entenderse perfectamente, puesto que con fre¬ 
cuencia nos, referiremos a ellos en capítulos posteriores, El lector se dará cuenta 
de que estos sistemas son demasiado sencillos para tener de por sí interés en ingenie¬ 
ría. Si bien es cierto que representan casos muy idealizados, los resultados que se 
obtienen encuentran grandes aplicaciones en el estudio de numerosas cuestiones 
de mecánica de fluidos. 

Los sistemas que se estudian en este capítulo están ordenados de forma que el 
lector entra a considerar gradualmente los distintos factores que intervienen en la 
solución de los tipos de flujo viscoso. El problema de la película descendente, que 
se estudia en § 2.2, proporciona información sobre el papel que juegan las fuerzas 
de gravedad y sobre la utilización de las coordenadas cartesianas; se indica tam¬ 
bién cómo puede llegarse a la solucionen el caso de que la viscosidad sea una fun¬ 
ción de la posición. En § 2.3 se considera el flujo en un tubo circular, que ilustra 
sobre el papel de la presión y las fuerzas de gravedad, a la vez que se indica el uso 
de coordenadas cilindricas; se expone asimismo cómo se tratan los problemas de flujo 
no-newtoniano. Ei, flujo en un anillo cilindrico, que se estudia en § 2.4, pone de 
manifiesto cómo intervienen las condiciones iímite en la obtención de la solución 
final. En § 2.5 nos adentrarnos más en la cuestión de las condiciones límite, al dis¬ 
cutir el flujo de dos fluidos adyacentes inmiscibles. Finalmente, en § 2.6 se considera 
brevemente el flujo alrededor de una esfera, con el fin de presentar un problema en 
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coordenadas esféricas e indicar al mismo tiempo como se opera con fuerzas normales 
y tangenciales. 

Los métodos y problemas que aparecen en este capítulo se aplican solamente al 
flujo en estado estacionario. Por «estado estacionario» se entiende que las condi¬ 
ciones en cada uno de los puntos de la corriente no varían con el tiempo. Es decir, 
que una fotografía del sistema de flujo en el tiempo l sería exactamente igual a 
otra tomada algún tiempo después, t + A t. En el Capítulo 3 se presentan las ecua¬ 
ciones generales del flujo no estacionario. 

§ 2.1 BALANCES ENVOLVENTES DE CANTIDAD DE MOVIMIENTO: 
CONDICIONES LÍMITE 

Los problemas que se discuten en §§ 2.2 a 2.5 se estudian aplicando balances 
de cantidad de movimiento a una delgada «envoltura» de fluido. Para el flujo rec¬ 
tilíneo en estado estacionario, el balance de cantidad de movimiento es: 

¡ velocidad de entrada \ ( velocidad de salida suma de las fuerzas v 

de | de + que Uo 

cantidad de movimiento) (cantidad de movimiento) jactúan sobre el sistema J 

( 2 . 1 - 1 ) 

Al sistema puede entrar cantidad de movimiento por transporte, de acuerdo con 
la expresión newtoniana (o no-newtoniana), de densidad de flujo de cantidad de 
movimiento. También puede entrar cantidad de movimiento debido al movimiento 
global del fluido. Las fuerzas que nos interesan son las fuerzas de presión (actuando 
sobre superficies) y las fuerzas de gravedad (que actúan sobre todo el volumen). 

El balance de cantidad de movimiento de la Ec. 2.1—1 puede aplicarse sola¬ 
mente cuando las líneas de corriente del sistema son líneas rectas (es decir, para el 
flujo rectilíneo). El método de operación para sistemas con líneas de corriente curvas 
se considera en forma de ejemplos en $3.4. En realidad, el origen de la Ec. 2.1— 1 no 
puede comprenderse hasta que no se estudie la deducción en el Capítulo 3, y con¬ 
cretamente la Ec. 3.2— 10. A este respecto pedimos al lector que acepte, sin más, 
el principio de la Ec. 2.1 — 1 y que aprenda a utilizarlo en la resolución de problemas 
sencillos de flujo viscoso en estado estacionario. 

En general, el procedimiento a seguir para plantear y resolver problemas de 
flujo viscoso es el siguiente: primeramente se escribe un balance de cantidad de mo¬ 
vimiento, de la forma de la Ec. 2.1—1 para una envoltura de espesor finito; después 
se hace tender hacia cero este espesor, utilizando la definición matemática de la 
primera derivada con el fin de obtener la correspondiente ecuación diferencial que 
describe la distribución de la densidad de flujo de cantidad de movimiento. Se in¬ 
troduce entonces la adecuada expresión newtoniana de la densidad de flujo de can¬ 
tidad de movimiento, con et fin de obtener una ecuación diferencial para la distri¬ 
bución de velocidad. Mediante la integración de estas dos ecuaciones diferenciales 
C 
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se obtienen, respectivamente, las distribuciones de densidad de flujo de cantidad de 
movimiento y de velocidad en el sistema. Esta información puede utilizarse después 
para calcular muchas otras magnitudes, tales como velocidad media, velocidad 
máxima, velocidad volumétrica de flujo, perdida de presión, y fuerzas que actúan 
sobre las superficies límite. 

En las integraciones que hemos mencionado aparecen varias constantes de 
integración que se evalúan utilizando las «condiciones límite», es decir, determina¬ 
ciones de hechos físicos para valores poní retos de la variable independiente. La 
mayor parte de las condiciones límite utilizidas son las siguientes: 

a. En las interfases sólido-fluido, la velocidad del fluido es igual a la velocidad 
con que se mueve la superficie misma; es decir, que se supone que el fluido esta 
adherido a la superficie sólida con la que se halla en contacto. 

b. En las interfases líquido-gas, la densidad de flujo de cantidad de movi¬ 
miento, y por consiguiente, el gradiente de velocidad en la fase ‘líquida, es extra¬ 
ordinariamente pequeño, y en la mayor parte de los cálculos puede suponerse igual 
a cero. 



Entrada de 
líquido 


Fig. 2.2-1. Diagrama esquemático del experimento de una película descendente, con indica¬ 
ción de los efectos finales. En la región de Longitud L la distr bución de velocidad está totalmente 
desarrollada. 

c. En las interfases líquido-líquido, tanto la densidad de flujo de cantidad de 
movimiento como la velocidad son continuas a través de la interfase; es decir, que 
son iguales a ambos lados de la interfase. 

En las secciones que siguen encontraremos estos tres tipos de condiciones límite. 

En esta sección hemos presentado algunas reglas generales para la resolución 
de problemas elementales de flujo viscoso. A continuación se aclara la aplicación de 
estas reglas para algunos sistemas sencillos de flujo. „ 
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Entrado de cantidad de movimiento 



Fig. 2.2-2. Flujo viscoso isotérmico de una película de liquido bajo la influencia de la gra¬ 
vedad, sin formación de ondulaciones. Capa de espesor A x sobre la que se aplica el balance de 
cantidad de mwimiento. El eje y es perpendicular al plano del papel. 


§ 2.2 FLUJO DE UNA PELÍCULA DESCENDENTE 

Como primer ejemplo, consideremos una superficie plana inclinada, tal como 
se indica en la Fig. 2.2— 1. Estas películas se han estudiado en relación con torres 
de pared mojada, experiencias de evaporación y absorción de gases y aplicación de 
capas de pintura a rollos de papel. Se supone que la viscosidad y densidad del fluido 
son constantes y se considera una región de longitud L, suficientemente alejada de 
los extremos de la pared, de forma que las perturbaciones de la entrada y la salida 
no están incluidas en L; es decir, que en esta región el componente v, de la velocidad 
es independiente de z. 

Comenzamos aplicando un balance de cantidad de movimiento z sobre un sis¬ 
tema de espesor Ax, limitado por los planos z = 0 y z = L, y que se extiende hasta 
una distancia W en la dirección y. (Véase Fig. 2.2-2.) Los distintos componentes 
del balance de cantidad de movimiento son por tanto: 
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velocidad de entrada de 
cantidad de movimiento % 
a través de la superficie 
situada en x 

velocidad de salida de 
cantidad de movimiento % 
a través de la superficie 
situada en x + A X 

velocidad de entra& de 
cantidad de movimiento z 
a través de la superficie 
situada en z = 0 

velocidad de salida de can¬ 
tidad de movimiento z a 
través de la superficie si¬ 
tuada en z = L 

fuerza de gravedad que 
actúa sobre el fluido 


(LWXr„)\ x (2.2-1) 


(LHOfoX+A* (2.2-2) 


(WÁzv,Xpv,) |, =0 (2.2-3) 


(WAxvXpvJU^ (2.2-4) 


(LWAxXpg eos /?) (2.24) 


Obsérvese que las direcciones de «entrada» y «salida» se toman siempre en las di¬ 
recciones positivas de los ejes x, y z (en este problema coinciden con la dirección 
del transporte de cantidad de movimiento). La notación |jc + Ax quiere decir «eva¬ 
luado para x + Ax». 

Substituyendo estos términos en el balance de cantidad de movimiento de la 
Ec. 2.1-1 se obtiene 

LWrJ x - LWr J x+A , + WAx pv ?|«=„ 

— WAx pv*\ l=L + LWAx pg eos = 0 (2.2-6) 

Como v, vale, lo mismo para z = 0yz = L, para cada valor de x, los términos 
tercero y cuarto se anulan entre sí. Dividiendo la Ec. 2.2-6 por LWAx y tomando 
el límite cuando Ax tiende hacia cero: 

lim p» 1 ***» ~ = pg eos P (2.2-7) 

Ax—0 \ Ax 1 

El primer miembro de esta ecuación es por definición la derivada primera de 
con respecto a x. Por tanto, la Ec. 2.2-7 puede escribirse así 
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J- x T *z = Pgc os/9 


( 2 . 2 - 8 ) 


que es la ecuación diferencial para la densidad de flujo de cantidad de movimiento 
x . Al integrarla se obtiene 


T xz = Pg x cos P + c i 


(2.2-9) 


La constante de integración puede evaluarse aplicando la condición, límite corres¬ 
pondiente a la interfase líquido-gas- (véase § 2.1): 

C.L. 1: para x = 0, X x , = 0 (2.2—10) 

cuya substitución en la Ec. 2.2-9 conduce a C, = 0. 

Por lo tanto, la, distribución de la densidad de flujo de cantidad de movimiento es 


Txz = Pg x COS fí 


( 2 . 2 - 11 ) 


tal como se indica en la Fig. 2.2-2. 

Si el fluido es newtoniano, ya sabemos que la densidad de flujo de cantidad de 
movimiento está relacionada con el gradiente de velocidad mediante la expresión, 


T 


xz 



( 2 . 2 - 12 ) 


Substituyendo este valor de x xt en la Ec. 2.2-11 se obtiene la siguiente ecuación 
diferencial para la distribución de velocidad , 



que puede integrarse fácilmente para obtener 


(2.2-13) 


fz = - + C * (2-2-14) 

La constante de integración se evalúa a partir de la condición límite correspon¬ 
diente ’ 


C.L. 2: 


para x = 8 V, = 0 


Substituyendo esta condición límite en la Ec. .2.2— 14 se obtiene que 
C 2 = (pg cos f}/2fi)d 2 . Por consiguiente, la distribución de velocidad es 


pg ó 2 cos 8 
v, = t- 2 —-- 

[i-( 

fl’l 

2f* 

L v 

dJ J 


(2.2-15) 


(2.2-16) 
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Resulta, por tanto, que el perfil de velocidad es parabólico. (Véase Fig. 2.2-2.) 

Una vez que se ha obtenido el perfil de velocidad, pueden calcularse las siguientes 
magnitudes : 


(i) La velocidad máxima v t , mix es evidentemente la velocidad para x = 0; por 
tanto 


Uz.míx 


pg ¿ 2 COS fi 
2fi 


(2.2-17) 


(ii) La velocidad media <v.> en una sección transversal de la película, se obtiene 
mediante el cálculo siguiente: 


n t 

v, dx dy 

__I_ 

rw r» 

I dxdy 

•'O *0 

= Pg¿* eos/? pr _ 

2(i Jo L 

_ pg d 2 eos P 

* 




(2.2-18) 


(iii) La velocidad volumétrica de flujo Q se obtiene a partir de la velocidad 
media, o por integración de la distribución de velocidad: 


n s 

v, dx dy = Wó(v ,) 

I 


pgWÓ* eos P 


(2.2-19) 


(iv) El espesor de la película d puede expresarse en función de la velocidad media, 
de la velocidad volumétrica de flujo, o la velocidad de flujo de masa por unidad 
de anchura de pared {f = Q <5<i',>): 


= / 3m<«0 _ J 3 PQ _ a r 

V pg cos p V pgW eos P V p i g eos P 


3/¿r 


( 2 . 2 - 20 ) 


(v) El componente-z de la fuerza F del fluido sobre la superficie se obtiene inte¬ 
grando ta densidad de flujo de cantidad de movimiento sobre la interfase fluido- 
solido : 
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= pg óLW eos /? 


( 2 . 2 - 21 ) 


E s evidente que esto corresponde exactamente al coniponente-z del peso de todo 
el fluido, contenido en la película. 

Los anteriores resultados analíticos son sólo válidos cuando la película desciende 
en flujo laminar coñ líneas de corriente rectas.. Estas condiciones se cumplen para 
el flujo lento de películas viscosas delgadas. Experimentalmente se ha encontrado 
que al aumentar lá velocidad <v x > de la película; al aumentar su espesor 6, y al dis¬ 
minuir la viscosidad ‘cinemática v = pjp, varía gradualmente la naturaleza del 
flujo. Durante este cambio gradual se pueden observar tres tipos distintos de flujo, 
más ‘o menos estables: (a) flujo laminar con líneas de corriente rectas, (¿), flujo 
' laminar con ondulaciones, y (c) flujo turbulento. La información cuantitativa res¬ 
pecto del tipo de flujo que puede esperarse para una serie determinada de condi- 
... ciones físicas es sólo fragmentaria. Para paredes verticales se puede dar la siguiente 
■ información: 1>2 


flujo laminar sin ondulaciones Re < 4 a 25 

flujo laminar con ondulaciones 4 a 25 < Re < 1000 a 2000 

flujo turbulento ; , Re > 1000 a 2000 


siendo Re = 46<v,>p¡fi = 4/7/* d número de Reynolds para este sistema. El porqué 
se utiliza este grupo ¿dimensional como criterio del tipo de flujo se estudia más 
adelante en. los capítulos que siguen. > 


Ejemplo 2.2-1. Cálculo de la velocidad de peHaria. 

Un aceite tiene una viscosidad cinemática de 2 x 10' 4 m 2 seg' 1 y una densidad de 

0,8 x 10 3 kg m' 3 . ¿ Cuál tiene que $er la velocidad de flujo de masa de una película que 
, desciende por una pared vertical para que el espesor de la misma sea de 2,5 mm ? 

Solución. De acuerdo con la Ec. 2.2-20, la velocidad de flujo de masa por unidad 
de anchura de pared es, (todos los valores numéricos están en unidades mks): 

?pg _ (2,5 x 10’ 3 ) 3 (0,8 x 10 3 ) (9.80) 

3v 3(2 x lOfl 

= 0,204 kg m' 1 seg-' 

1 T. K. Sherwood v R. L, Ptgford, Absorption and Extraction, McGraw-Hill Nueva York 
(1952), p. 265. 

*S. S. Grimlev, Trans. Inst.Chem.Engrs. (Londres), 23, 228-235 (1948). 
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Éste es el resultado que se desea si, y solamente en este caso, el flujo es realmente laminar. 
Para averiguar la naturaleza del flujo, vamos a calcular el número de Reynolds basado en 
la velocidad de flujo de masa que hemos hallado: 


Re 


4T = 4T 

H P v 


4 (0.204) 

(0,8 x |0 3 ) (2 x 10-*) 


5,1 (adimensional) 


Este número de Reynolds es Inferior al límite superior que se ha indicado anteriormente > 
para el flujo laminar, y el valor calculado para Z 1 es por tanto válido. 


Ejemplo 2.22. Película descendente con viscosidad variable 

Resolver de. nuevo el problema de la película descendente para el caso de que la visco¬ 
sidad depejidá de la posición en la forma siguiente: 


fi = ( 2 , 2 - 22 ) 

• i 

en la que /< 8 fis la viscosidad en ta superficie de la película, y « es una constante que expresa 
la rapidez con que disminuye /< al aumentar jr. Una variación de este tipo ‘tiene lugar en 
et flujo descendente del condensado en una pared, con un gradiente lineal de temperatura 
a través de la película. Demostrar cómo el resultado de este problema se transforma en 
el obtenido anteriormente para el caso límite de que OC = 0 (película de viscosidad cons¬ 
tante). 

Solución. Se procede Igual que antes para establecer el balance de cantidad de mo¬ 
vimiento y calculas la distribución de densidad de flujo de cantidad de movimiento de 
la Ec. 2.2~ll, Substituyendo después la ley de Newton (con fe. viscosidad variable 
de la Ec. 2.2-22) en la Ec. 2.2-11, se obtiene: 


dv, 

= pgx COS /? 


(2.2-23) 


Esta ecuación diferencial puede integrarse, y evaluar la constante de Integración a partir 
de las condiciones límite^de la Ec. 2.2 — 15. El perfil de velocidad a que se llega es 


pg ó 2 COS (¡ 




i)-'-;?)] < 2 - 2 - 24 > 


Con el fin de hallar la velocidad para una película de viscosidad constante, damos a O. 
el valor 0 en la Ec. 2.2—24. Al hacer esto aparece una dificultad matemática que se resuel¬ 
ve desarrollando en serie, por la fórmula de Taylor, las dos funciones exponenciales: 
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0>*)a = 0 = 


! eos /? . 


^0 

/ ax a *** 

“i 1 + T + 2!^ 

#<5*COS0 


;i”.[(' + “ + ii + Í! + "■)(:'?) 


+ 3Ü* + 


-lim 

ÚL-^0 


(11 ) 

, (lx 2 

12 \-| 

(2 + f + --j 

l-(i* 



<5® eos /? 

2 /», 


[-01 


(2.2-25) 


que está de acuerdo con la Ec, 2.2-16. 

A partir de la Ec. 2.2-24 puede demostrarse que la velocidad media es 


<»z> « 


pg&cosP V Íl 

f*o L I a 



(2.2-26) 


El lector puede comprobar que este resultado se transforma en la Ec. 2.2-18 cuando 
a = 0. 

§ 2.3 FLUJO A TRAVÉS DE UN TUBO CIRCULAR 

El flujo de fluidos en tubos circulares se encuentra con frecuencia en física, quí¬ 
mica, biología e ingeniería. El flujo laminar de fluidos en tubos circulares puede 
analizarse mediante el balance de cantidad de movimiento que se ha descrito en 
§2.1. -La única modalidad nueva que se introduce aquí es el uso de coordenadas 
cilindricas, que son las coordenadas naturales para describir las posiciones en una 
tubería circular. 

Consideremos el flujo laminar en estado estacionario de un fluido de densidad 
constante p en un tubo «muy largo» de longitud L y radio R. Especificamos que el 
fubo sea «muy largo» porque vamos a suponer que no existen *efectos finales»; es 
decir, que vamos a ignorar el hecho de que a la entra& y a la salida el Aujo no será 
necesariamente paralelo a la superficie del tubo. 

Elegimos como sistema una envoltura cilindrica de espesor At y longitud L 
(véase Fig. 2.3—1), y comenzamos por enumerar las distintas contribuciones al 
balance de cantidad de movimiento en la dirección z: 


velocidad de entra& de 
cantidad de movimiento 
a través de la superficie 
cilindrica situada en r 

velocidad de salida de can¬ 
tidad de movimiento a tra¬ 
vés de la superficie cilin¬ 
drica situada en r + At 


(2irrLr„)| f (2.3-1) 

(2nrLr T X^ r (2.3-2) 
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velocidad de entrada de 
cantidad de movimiento 

a través de la superficie 

anular situada en z = 0 ' 

velocidad de salida de 
cantidad de movimiento 
a través de la superficie 
anular situada en z = L 

fuerza de gravedad que 
actúa sobre la envoltura 
cilindrica 

fuerza de presión que actúa 
sobre la superficie anular 
situada en z = 0 

fuerza de presión que actúa 
sobre la superficie anular 
situada en z = L 

Téngase en cuenta una vez más que la «entrada» y «salida» se toma en la dirección 
positiva de los ejes. 1 

Sumando las contribuciones al balance de cantidad de movimiento, se obtiene 

(27rrLr„)| r - (2irrLT rt )| r+Ar + (2nrJ^rpv t 2 )\ t=0 

- (2rrr + 2nr A rLpg + 2irr A r(p 0 - p L ) = 0 (2.3-8) 

Como se supone que el fluido es incompresible, v , es la misma para z = Oyz=¡L, 
y, por tanto, los términos tercero y cuarto se anulan entre sí. Dividiendo la Ec. 2.3-8 
por 2 nLáry pasando al límite, cuando Ar tiende hacia cero, queda 

k( í ^ )U l r( "" )l, ) -( a T ¿t+ «) r (2 - 3 - 9> 

El primer miembro de esta ecuación es por definición la derivada primera, y por, 
tanto la Ec. 2.3-9 puede escribirse así: 


(2irrAr v z Xpv z ) l,= 0 (2.3-3) 

(2nrAr v z )(pv z )\ z=L (2.3-4) 

(2nrArL)pg (2.3-5) 

(2nrAr)p 0 (2.3-6) 

- (2nrAr) Pz , (2.3-7) 




(2.3-10) 
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Entrado de cantidad de 



Fig. 2.3-1 Envoltura cilindrica de un fluido sobre la cual se aplica el balance de cantidad de 
movimiento, para obtener el perfil de velocidad y la fórmula de Hagen-Poiseuille para la velo¬ 
cidad volumétrica de flujo. 

en la que 1 & — p — pgz. La Ec. 2.3-10 puede integrarse para obtener: 



(2.3-11) 


La constante Cj tiene que ser cero si la densidad de flujo de cantidad de movimiento 
no es infinita para r = 0. La distribución de la densidad de flujo de cantidad de 
movimiento es, por consiguiente 

1 El término 9 representa el efecto combinado de la presión estática y la fuerza de gravita¬ 
ción. Con el fin de permitir otras orientaciones de flujo, se puede definir Ben esta forma más ge¬ 
neral á* = p + pgh, siendo h la distancia medida hacia arriba (es decir, en sentido contrario a la 
gravedad) desde un plano cualquiera, que se toma como referencia. 
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Esta distribución se indica en la Fig. 2.3-2 


(2.3-12) 



Fig. 2.3-2 Distribuciones de velocidad y densidad de flujo de cantidad de movimiento para 
el flujo en tubos cilindricos. V 

La ley de Newton de ía viscosidad para este caso es 


T„, = —L 


dr 


(2.3-13) 


Substituyendo este valor de r„ en la Ec. 2.3— 12, se obtiene para la velocidad la 
siguiente ecuación diferencial : 

dVg _ í &0 £z ) r 

dr \ 2 fiL / 

Integrando, se llega a 

Teniendo en Cuenta la condición límite de que v, es cero para r = R, se obtiene para 
la constante C 2 el valor ( & 0 ~íP L )R 2 l4fiL. La distribución de velocidad es por tanto 


(2.3-14) 

(2.3-15) 
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= (g>„ ~ 9 r )R* \ M*1 

ApL L \rI j 


( 2 . 3 - 16 ) 


Este resultado nos indica que la distribución de velocidad para el flujo laminar de 
un fluido incompresible en un tubo es parabólica. (Véase Fig. 2.3-2.) 

Una vez que se conoce el perfil de velocidad, pueden calcularse fácilmente las 
siguientes magnitudes : 

(i) La velocidad máxima, v¡ máx , tiene lugar para r — 0, y su valor es 


, (¿? 0 - & l )R* 

*>z,max —- 

AfiL 


(2.347) 


(i¡) La velocidad media <v.>, se calcula sumando todas las velocidades en una 
sección transversal y dividiendo por el área de dicha sección: 


(O = 


JTv" 

So $ 


(2.3-18) 


Los detalles de la integración se dejan para el lector. Nótese que <v z > = 1 / 2 V¡, máx . 

(iii) La velocidad volumétrica de flujo Q, es el producto del área por la velocidad 
media, por tanto 


_ rr (^ 0 - i? L )R* 
V %fiL 


(2.3-19) 


Este último resultado es la conocida ley de Hagen-Poiseuille, en honor de los dos 
científicos 3 , 4 que se han hecho famosos con esta fórmula. Establece la relación 
que existe entre la velocidad volumétrica de flujo y las fuerzas que originan dicho 
flujo (las fuerzas relacionadas con la caída de presión y la aceleración gravita- 
cional). 

(iv) El componente z de la fuerza del fluido que actúa sobre la superficie mo¬ 
jada de la tubería F z , es exactamente la densidad *de flujo de cantidad de movimiento 
integrado sobre el área mojada: 

F, = (2irRL)í—fi 4?s)| = nR\& 0 - 

' dr/\ r=R 


= ttRXpq - Pl) + rrR 2 Lpg 


(2.3-20) 


3 O. Hacen, Ann. Phys. Chern., 46, 423-442 (1839). 

4 J. L. Poiseuille, Comptes Rendas, 11 , 961 y 1041 (1840); 12, 11*2 (1841). 
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Este resultado viene a decir que la fuerza neta que actúa en el sentido de la comente 
sobre el cilindro de fluido, debido a la diferencia de presión y a la aceleración gra- 
vitacional, se equilibra exactamente por la fuerza viscosa F„ que tiende a oponerse 
al movimiento del fluido. 

Los resultados de esta sección son válidos solamente para valores del número 
de Reynolds inferiores a 2100, para los que el flujo es laminar. Para este sistema se 
acostumbra definir el número de Reynolds por Re = D<v.>pl/i, siendo D = 2 R, el 
diámetro del tubo. 

A continuación vamos a resumir todas las suposiciones que están implícitas 
en el desarrollo de la ley de Hagen-Poiseuille: 

a. El flujo es laminar (Re menor que aproximadamente 2100) 

b. La densidad p es constante («flujo incompresible») 

c. El flujo es independiente del tiempo («estado estacionario»); el problema 
correspondiente al estado no estacionario se trata en §4.1. 

d. El fluido es newtoniano; es decir, =¿ — p(dv t ¡dr). 

e. Los efectos finales son despreciables. En la práctica se necesita una «lon¬ 
gitud de entrada» (después de la entrada del tubo) del orden de, L ¿ = 0,035 ,£) Re 
para que se formen los perfiles parabólicos. Si en la sección de la tubería de que se 
trata está incluida la región de entrada hay que aplicar una corrección 5 . El factor 
de corrección que se introduce bien sea en A0*q en Q nunca excede de LJL si I > L e . 

f El fluido se comporta como un medio continuo. Esta, suposición es válida, 
excepto para los gases muy diluidos o tubos capilares muy estrechos, en los que el 
recorrido libre medio es comparable al diámetro del tubo (régimen de «flujo de 
deslizamiento»), o mucho mayor que el diámetro del tubo (régimen de «flujo 
de Knudsen» O de «flujo de molécula libre») 6 . 

g. No hay deslizamiento en la pared. Esta suposición es muy correcta para los 
fluidos puros en las condiciones que se han supuesto en (f). 

Ejemplo 2.3-1. Determinación de la viscosidad a partir de datos de flujo etiun capilar 

Por un tubo horizontal de.30 cm de longitud y 2,5 mm de diámetro interno, fluye 
glicerina (CH 2 OH . CHOH- CH 2 OH)*a 26,5° C. Para una caída de presión de 2,957 kg 
cm " 2 la velocidad de flujo es 1,883 cm 3 seg" *. La densidad de la glicerina a 26, 5 o C es 
1,261 g cm"' 3 . A partir de estos datos calcular la viscosidad de la glicerina en centipoises. 
(La medida del flujo en tubos capilares es uno de los métodos corrientes para la determi¬ 
nación de viscosidad; estos aparatos se denominan «VÍSCOSÍ metros capilares».) 


5 J. H. Perry, Chemical Engineers Hartdboock, McGraw-Hill, Nueva York (1950), Tercera 
edición, pp. 388-389. W. M. Kays y A. L. Lóndon, Compaei Heat Exehangers , McGraw-Hill, 
Nueva York (1958), p. 49. 

6 m. knudsen, The Kinetic Theory of Gases, Methuen, Londres (1934). E. H. Kennard, Ki- 
netic Theory of Gases, McGraw-Hill, Nueva York (1938). G. N. Patterson, Molecular Flow of 
Cuses, Wiley, Nueva York (1956). 
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Solución. A partir de la ley de Hagen-Poiseuille(Ec.2.3 —19), se obtiene: 


A 


i trApR* 

JqT 


_ n (2,957 x 10? g cm-s) (981 dinas g-t) (1,25) 4 x 10“ 4 cm 4 
8( 1,883 cm 3 seg -1 ) (30 cm) 

= 4,92 g cm-t seg~' = 492cp (2.3-21) 


Es preciso comprobar que el flujo es laminar. El número de Reynolds es 

Re-£ÍÜÍ?-£ 

I* ir Dfl 

4(1,883 cm 3 seg~ !| ) (1,261 g cm-*) 

~ n (0,25 cm) (4,92 g cm -1 seg-t) 

= 2,46 (adimensional) (2.3-22) 

Por lo tanto, el flujo es evidentemente laminar. Por otra parte, la longitud de entrada, 

L„ e s 

L e ~ 0,0352? Re = (0,035) (0,25) (2.46) = 0,022 cm 

De esto se deduce que los efectos de entrada carecen de importancia, y que el valor de la 
viscosidad que hemos obtenido está correctamente calculado. 


Ejemplo 2.3-2. Flujo de Bingham en un tubo capilar 

Un fluido cuyo comportamiento se ajusta muy aproximadamente al modelo de Bin¬ 
gham (vtaseEc.|.2 -2) circula por un tubo vertical en virtud de un gradiente de presión 
y/o la aceleración de la gravedad. El radio y la longitud del tubo son, respectivamente, 
R y L Se desea obtener una relación entre la velocidad volumétrica de flujo, Q, y la combi¬ 
nación de las fuerzas de presión y gravedad que actúan sobre el fluido. 

Solución. La distribución de la densidad de flujo de cantidad de movimiento para 
el flujo de cualquier clase de fluido en un tubo circular, viene dada por laEc. 2.3 -12. 
De acuerdo con la Fig. 1.2—1, el gradiente de velocidad para un fluido de Bingham es 
cero mientras la densidad-de flujo de cantidad de movimiento seá menor de un cierto va¬ 
lor t 0 , Por lo tanto, es de esperar que exista una región de «flujo de tapón» en la parte 
central del tubo, tal como se ha representado en la Fig. 2.3-3. Fuera de la región de 
flujo de tapón, la densidad de flujo de cantidad de movimiento y el gradiente de velo¬ 
cidad están relacionados por la Ec. 1.2— 2a. Substituyendo en la Ec, 2.3 - 12 la Ec. 1.2-2a, 
expresada en coordenadas cilindricas, se obtiene 



(2.3-23) 
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Al integrar esta ecuación diferencial de primer orden de variables separables, resulta 

(2.3-24) 


v , = -{-T~T^) ri + ~ r+C * 
z \ 4/t 0 L / /«o 


La constante C 2 se calcula utilizando la co’ndicibn limite de que v, = 0 para r = R. Con 
esto se llega finalmente a la siguiente distribución de velocidad: 


v> = 


(*o 


4/Uo¿ 
(¿•o - 


4m 0 L 


n - - go - 

H)' 


rpR 

Fo 


1 “ '/? 


r > r 0 (2.3-25) 

■ \ 

r < r„ (2.3-26) 




< 


r < r„ 
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Siendo re el radio de la región de flujo de tapón, que está definido porr 0 = (& Q _ &£) 
’ r 0 /2L. La Ec. 2 -3 -26 se obtiene haciendo r = r 0 en la Ec. 2 -3 "25 y simplificando. 
La velocidad volumétrica de flujo puede calcularse de la siguiente forma: 


n R 

vjr dr dd 

i 

=s 2tt f v< rdr + 2ir í t> í > r dr 
JO Jr 0 


( 2 . 3 - 27 ) 


Las integrales pueden evaluarse substituyendo en estas ecuaciones las correspondientes 

expresiones de l) J < y Dj-L Sin embargo, resulta más sencillo integrar por partes la prime¬ 
ra expresión de Q: 

-HM-iTíSH ,2j ' 281 

El término r 2 v ¡ es cero para ambos límites, y además, el límite inferior de ia integral pue¬ 
de substituirse por r¡¡ puesto que dvjdr = 0 cuando r << rg. 

Por lo tanto, la velocidad volumétrica de flujo es 



(2.3-291 


Efectuando la integración, y utilizando el símbolo para la densidad de flujo de cantidad 

de movimiento en, a pared, 


(2 = 


2 L 


se obtiene 


['-5fe) + 3feJ] 


(2.3-30) 


que es la Ecuación de Buckingham-Reiner. 1 ^ 9 Cuando r 0 es cero, el modelo de Bingham 
se transforma en el modelo newtoniano, y la Ec, 2.3-30 se convierte en la ecuación de 
Hagen-Poiseuille. 


§ 2.4. FLUJO A TRAVÉS DE UNA SECCIÓN DE CORONA CIRCULAR 

Vamos a considerar ahora otro problema de flujo viscoso en coordenadas ci¬ 
lindricas, pero cuyas condiciones límites son diferentes. Un fluido incompresible 
fluye en estado estacionario a través de la región comprendida entre dos cilindros 

7 E. Buckingham, Proc. ASTM , 21, 1154-1161 (1921). 

8 m. beiner, Defotmation and Fíovt, Lewis, Londres (1949). 

* M. Reiner, «PhenomenologicaLMacrorheology», capítulo 2 de Rheology, F. R. Eirich (Ed.), 
Academic Press, Nueva York (1956). vol. 1, p. 45 
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circulares'coaxiales de radios kR y R (véase Fig. 2.4-1). Comenzamos efectuando ' 
un balance de cantidad de movimiento sobre una fina envoltura cilindrica, y se 



Distribución de 
velocidad 


Distribución del esfuetzo 
cortante 0 densidad de 
flujo de cantidad de 
imovimiento 


F¡g. 2.4-1. Flujo ascendente a través de dos cilindros concéntricos. 


llega a la misma ecuación diferencial que se ha obtenido anteriormente para el 
flujo en un tubo (véase Ec. 2.3-10): 


d_ 

dr 



(2.4-1) 


Téngase en cuenta que para este problema $=z p + pgz, puesto que las fuerzas de 
presión y gravedad actúan en direcciones opuestas (es decir, que z corresponde a h 
en la nota 1 al pie de la página 45). Esta ecuación diferencial puede integrarse igual 
que antes (véase Ec. 2.3-1 1), para obtener 



r 


(2A2) 
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La constante C\ no puede determinarse de forma inmediata, puesto que no. dis¬ 
ponemos de información acerca de Iadeasidad de flujo, de cantidad de movimiento 
en ninguna de las dos superficies r = k R o r = R.Lo más que podemos decir es 
que ha de existir un máximo de la curva de velocidad’ en un cierto plano (hasta 
ahora desconocido) r = AR. para el cual la densidad de flujo de cantidad de movi¬ 
miento ha de ser cero. Teniendo esto en cuenta, puede substituirse Cj por -(.% - & L ) 
(XR) 2 ¡2L, con lo que la Ec, 2.4-2 se transforma en 


(¿*o ~ &l)R 

T Tt ~ - 


2L 


;(í)-a 


(2.4-3) 


Nótese que A es todavía una constante de integración desconocida. La única razón 
de haber substituido Cr por A es que conocemos el significadlo físico de A. 

Substituyendo en la Ec. 2.4-3 la ley de la viscosidad de Newton x fl = — ¡j,(dv,jdr) 
se obtiene esta ecuación diferencial: 



(P ü - & l )R 
2 fiL 



Integrando con respecto a r: 


v 





(2.4-4) 


(2.4-5) 


Ahora pueden evaluarse las dos constantes de integración A y Ca, utilizando las 
dos siguientes condiciones límite : 


\ 5 

C.L. 1 para r = kR v, — 0 (2.4-6) 

C.L. 2: para r - R v, = 0 (2.4-7) 


Substituyendo estas condiciones límites en la Ec. 2.4-5 se obtienen estas dos ecua¬ 
ciones simultáneas 


^ l)R2 (k 2 - 2A 2 ln K + C g ) 

4/iL 

(2.4-8) 

o = - ( ^° “ ^ l)r2 (1 + Cg) 

4 [íL 

(2.4-9) 


de las que se deduce el valor de las constantes C¡ y A 



ln (1/*) 


( 2 . 4 - 10 , 11 ) 
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Substituyendo estos valores en las Ecs. 2.4-r3 y 2.4-5 se obtienen, respectivamente, 
la distribución 1 de densidad de flujo de cantidad do movimiento y la distribución 
, de velocidad, para el flujo incompresible en estado estacionario a través do dos tubos 
concéntricos 




(¿p 0 - & l )r r 

" 2 L L 

( A l 1 - K 2 \/R\ 
\R! '21n(l/#c)/ \r) 


(&o - &l)R 2 
4 pL 

[‘ (r ) + (l i(iw) 



(2.4-12) 

(2,4-13) 


Obsérvese que cuando K se hace cero estas ecuaciones se. transforman en las corres¬ 
pondientes al flujo en tubos circularos (véanse Ecs. 2.3-12 y 2.3-16). El lector 
deberá de habituarse a comprobar analíticamente los resultados para asegurarse 
de que describen adecuadamente los «casos límite». 

Una vez que se conocen ya las distribuciones de velocidad y densidad de flujo 
de cantidad de movimiento, pueden obtenerse de forma inmediata otras magni¬ 
tudes interesantes: 


(i) La velocidad máxima 

(¿»o ~ 


Vz t m&x 52 Vg 


•XR 


4juL 


(i-Ó^ri-ln (-L-LfL)l) (2.4-14) 
l \2 ln (1 /k)/ L \2 ln (!/«)/ Jl ' 


(ii) La velocidad media 

/“/V* 

Jo JkR 


de 


(V.) 


ff. 

•"O “kR 


r dr dd 


S/iL \l - ** ln (1 iN 1 ' 


(iii) La Velocidad volumétrica de flujo 


Q a 7rH*(l - **)<»,)« - k*) - ^(2.4-16) 

/ 8 pL V ln (1 ¡k) / 

(id, La fuerza ejercida por el fluido sobre el sólido se obtiene sumando las fuer- . 
zas que actúan sobre los cilindros interior y exterior, respectivamente: 

F , = -T„|• ÍttkRL + T„U ñ • 2 irRL 

a ttR\ 1 - - & L ) (2.4-17) 


1 La distribución de la densidad de flujo de cantidad de movimiento para el flujo no-newtoniano 
no viene dada por La Ec. 2.4-14. Véase el problema 2.9. 
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El lector deberá de comprobar e interpretar, como ejercicio, estos resultados. 

Las ecuaciones anteriores se transforman en las fórmulas para el flujo en tubos 
circulares en el caso límite de que k -»■ 0. De igual forma, se obtienen también las 
ecuaciones para el flujo en rendijas planas cuando k -* i. Los procesos necesarios 
para obtener estas últimas se tratan en los problemas 2.F (para la velocidad volu¬ 
métrica de, flujo) y 2.P (para los perfiles de velocidad). 

La solución que se ha obtenido es sólo válida para el flujo laminar. La transición 
de laminar a turbulento se produce en las inmediaciones de Re = 2000, estando el 
número de Reynolds definido por Re = 2R (1 — k) <v z >p¡ft. En realidad, antes de 
la transición, el flujo laminar estable presenta un movimiento sinuoso^. 

§ 2.5 FLUJO ADYACENTE DE DOS FLUIDOS INMISCIBLES 1 

-Hasta aquí hemos considerado casos de flujo con superficies de separación sólido- 
fluido y líquido-gas. Vamos a ver ahora un ejemplo de flujo con superficie de sepa¬ 
ración líquido-líquido. (Véase Fig. 2.5— 1.) 



Fig. 2.5-1. Flujo de dos fluidos inmiscibles entre dos láminas planas paralelas debido a un 
gradiente de presión. 

Dos fluidos inmiscibles e incompresibles circulan, debido a un gradiente de 
presión, en la dirección z de una estrecha rendija horizontal de longitud Ly an¬ 
chura W. Las velocidades de los fluidos están ajustadas de tal forma que una mitad 
de la rendija esta llena del fluido I (la fase más densa), y la otra mitad está ocupada 
por el fluido II (la fase menos densa). Se de- analizar la distribución de velocidad 
y de densidad de 5ujo de cantidad de movimiento en este sistema. 

Un balance diferencial de cantidad de movimiento conduce a la siguiente 
ecuación : 


*R. S. Preñóle y R. R. Rjtheus, Ind. Eng. Chem., 47, 379-386 (1955). 

1 El flujo adyacente de una capa laminar y otra turbulenta ha sido estudiado por T. J. Han- 
RATTY y J. M. Engen, A 1. Ch. E. Journal, 3, 399-304 (1957). El flujo anular gas-líquido en tubos 
ha sido tratado por. A. D. K. Laird, Trans. ASME, 76. 1005-1010 (1954). y S. CaLVERT y B. WIL¬ 
LIAMS, A I,Ch.E. Journal,!, 78-86 (1955). 
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drxz _Po ~ pl (2.5-1) 

dx L 

Esta ecuación se obtiene tanto para la fase 1 como para la fase II. Integrando la 
Ec. 2.5-1 para las dos regiones, resulta 

T„ = (SlZLPLjx + C? (2.5-2) 

T„ U = + C l U (2 - 5 ' 3) 

Se utiliza la condición límite de que el transporte de cantidad de movimiento es 
continuo a través de la interfase de los dos fluidos: 

C.L. 1 : para X == 0 T*, 1 — r J 1 (2.5-4) 

Lo que nos indica que Cj 1 = Cj n , y, por tanto, le llamaremos simplemente constante 
de integración C\. 

Si se substituye la ley de Newton de la viscosidad en Jas Ecs. 2.5-2 y 2.5-3, 
se llega a 

^ = ( --£ —) * + Q (2.5-5) 

= * + C l (2.5-6) 

La integración de estas ecuaciones da 

i O> 0 - Pl)*? -9l x + Cg 1 (2.5-7) 

2fi l L /i 1 

v H = _ ( Po ^ X + c, 11 (2.5-8) 

’ 2 /t n L P 

Para determinar las tres constantes de integración, se utiliin estas tres condiciones 
límite adicionales 

G.L. 2 : para x = 0, v} (2.5-9) 

C.L. 3 : para x = — b, vf = o (2.5—10) 

C.L. 4 : para x = + b, V, 11 = 0 (2.5—11) 
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Al establecer matemáticamente estas condiciones límite se obtiene 

B.C. 2: Cj 1 = C 2 n 

„ „ „ „ u.2 r k 

B.C. 3: 0 

B.C. 4: 0 

De estas ecuaciones se deduce que 

C, 1 = 


2fi l L 


_ (Po - PL)b 2 

Cib, 

2(i ll L 

~7 r ~ 

e que 


(Po - p£)b íl* 1 

-fi n \ 

2 l y 

+ n ll i 

(Po - PL)b 2 ( 

V Y 

2 fi l L y 

+ n ll f 


(2.5-12) 

(2.5-13) 

(2.5-14) 

(2.5-15) 

(2.5-16) 


Por lo tanto, los perfiles de densidad de flujo de cantidad de movimiento y de velo¬ 
cidad son: 



(2.5-17) 

(2.5-18) 

(2.5-19) 


Estas distribuciones se indican en la Fig. 2.5— 1. Obsérvese que si ju l = /z u , ambas 
distribuciones son iguales, y los resultados se transforman en el perfil parabólico 
de velocidad para el flujo laminar de un fluido puro en una rendija. 

La velocidad media en cada capa puede calcularse de esta forma: 


w) - 1 f" •.* 

b J-b 12(¿L \/i 1 4 - ju 11 / 

(v. u ) s - ft ), 11 dx s — 

' * ; bl V+ U ir / 


(2.5-20) 

(2.5-21) 


A partir de las distribuciones de la densidad de flujo de cantidad de movimiento 
y de la velocidad, que hemos obtenido anteriormente, se puede además calcular 
la velocidad máxima, la velocidad en la interfase, el plano de esfuerzo cortante 
rero y la fricción en las paredes de la rendija. 
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§ 2.6 FLUJO REPTANTE ALREDEDOR DE UNA ESFERA SÓLIDAS 

En las secciones anteriores hemos resuelto algunos problemas elementales de 
flujo viscoso, mediante, la aplicación de balances diferenciales de cantidad de movi¬ 
miento. En la sección inicial de este capítulo se insistió en que este método de aná¬ 
lisis está restringido a los sistemas con líneas de corriente rectas. Puesto que el 
problema del flujo alrededor de una esfera implica líneas de corriente curvas, no 
puede resolverse por las técnicas que hemos visto en este capítulo. Sin embargo, lo 
trataremos aquí brevemente debido a la importancia que tiene en ingeniería el flujo 
alrededor de objetos sumergidos. No se pretenden deducir las expresiones para las 
distribuciones de la densidad de flujo de cantidad de movimiento, de la presión y de 
la velocidad, sino que enunciaremos estos resultados y los utilizaremos después 
para deducir algunas relaciones importantes que serán necesarias en posteriores 
tratamientos. 

Consideremos el flujo muy lento de un fluido incompresible alrededor de una 
esfera sólida, tal como se indica en la Fig. 2.6-1. La esfera es de radio R y di& 
metro D. El fluido tiene una viscosidad j/, y una densidad p, y asciende verticalmente 
hacia la esfera con una velocidad uniforme Veo a lo largo del eje z negativo. Analítica* 
mente se ha encontrado que para un flujo muy lento, la distribución de la densidad 
de flujo de cantidad de movimiento, la distribución de presión, y los componen¬ 
tes de la velocidad, expresados en coordenadas esféricas, son: 


3 fiv^ (R\* o 
Tw, = - 1 2 | — sen 0 
2 R \r/ 




Vf = f® 


v t = 



(2.64) 

( 2 . 6 - 2 ) 

(2.6-3) 

(2.6-4) 


En la Ec. 2.6-2, Pq es la presión en el plano Z = 0 alejado de la esfera, — pgz es la 
contribución del peso del fluido (efecto hidrostático), y el termino que contiene 

1 Véase C. G. Stojces, 7 rcms, Cambridge Phil, Soc., 9, 8 (1850). Vtase cambien H. Lamb, Hy- 
drodynamics , Dover, Nueva York (1945), Primera edición americana, § 338, pp. 602 y ss.; V. L. 
StreeteR, Fluid Dynamics, McGraw-Hill, Nueva York (1948). pp. 235-240. Un tratamiento mas 
minucioso puede verse en H. Villat, Legons sur les fluides visqueux, Gauthier-Villars, París (1 943). 
capitulo 7, en el que se considera el movimiento no estacionario de una esfera. 

2 El flujo no-newtoniano alrededor de una esfera ha sido estudiado por J. C. SLATTERY, tesis 
doctoral. Universidad de Wisconsin (1959).. 
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resulta como consecuencia del flujo del fluido alrededor de la esfera. Estas ecua¬ 
ciones son solamente válidas para «flujo reptante», que para este sistema tiene lugar 
cuando el numero de Reynolds DVoapl/i es inferior a aproximadamente 0,1. Esta 
región se caracteriza por la virtual ausencia de remolinos aguas abajo de la esfera. 

Obsérvese que la distribución de velocidad cumple la condición de que v t = v 9 = 0 
en la superficie de la esfera. Además, puede demostrarse que v, tiende hacia para 
puntos alejados de la esfera. Por otra parte, se ve claramente que, lejos de la super¬ 
ficie esférica, la distribución de presión se transforma en la ecuación hidrostática 
p = Po~ pgz. Por lo tanto, las ecuaciones deben de satisfacer las condiciones límite 
parar=Ryr= co. 

Calculamos ahora la fuerza neta que el fluido ejerce sobre la esfera. Esta fuerza se 
calcula integrando la fuerza normal y la fuerza tangencial sobre la superficie de la 
esfera. 


Radio de lo esfera R 


\ 



En coda punto existen fuerzas de 
presión y fricción que actúan 
sobre la superficie 
de lo esfera 


O 

y 


Proyección del 
punto sobre ei 
plano xy 


El fluido asciende con 

una velocidad 


^00 


Fig. 2.6-1. Sistema coordenado utilizado para describir el flujo de un fluido alrededor de 
una esfera rígida. 

Integración de la fuerza normal 

En cada punto de la superficie esférica existe una presión sobre el sólido que 
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actúa perpendicularmente a la superficie. El componente z de esta presión es — p 
COS 0- Esta presión local se multiplica por el área de la superficie sobre la que actúa, 
R 2 sen $ (¡6 d(f>, y se integra sobre la superficie esférica para obtener la fuerza resul¬ 
tante, en la dirección z: 

F n = I I (—pI^jr eos 0)R 2 sen 6 dOd<f> (2.6-5) 

<0f 

La distribución de presión en la superficie de la esfera es 

p\t=r = Po - PgR eos 6 - eos 6 (2.6-6) 

Esta expresión se substituye en la integral de la Ec. 2.6-5. La integral que contiene 
p 0 se anula, la de — pgR eos 6 da la fuerza de flotación del fluido sobre el sólido, 
y la integral en que interviene la velocidad da la resistencia de forma. Por lo tanto, 
queda finalmente 

F n = iirR 3 pg -|- 2-nfiRv^ (2.6-7) 


I integración de la fuerza tangencial 

En cada punto de la superficie existe también un esfuerzo cortante que actúa 
tangencialmente. Este esfuerzo, — r ffl es la fuerza que actúa en la dirección 6 sobre 
la unidad de área de la superficie esférica. El componente z de esta fuerza, por uni¬ 
dad de área, es (- r, 8 ) (- sen 0). Multiplicando por R 2 sen 6 dd d<f> e integrando 
sobre la superficie de la esfera, se obtiene la fuerza resultante en la dirección z: 

f< = nw=* sen 6)R 2 sen 6 dO d<f> (2.643) 

La distribución del esfuerzo cortante en la superficie de la esfera, de acuerdo con la 
Ec. 2.6-1, es 

T r«l t=R = ' 2 ~ sen 0 (2.6-9) 

Substituyendo esta expresión en la integral de la Ec. 2.6-8, se obtiene la «resis¬ 
tencia de fricción» 


F t = 4-np.Rv^ 


(2.610) 


Por lo tanto, la fuerza total F del fluido sobre la esfera, viene dada por la suma de 
las Ecs. 2.6-7 y 2.6-10: 
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F = 4l?>nR i Qg -)- 2jc/j,R -f 4 np Rv, (2.6-11) 

(fuerza de flotación) (resistencia de forrea) (resistencia de fricción) 

o bien 

F = iirR a pg + 67 t/íRv^ (2.6-12) 

El primer término del segundo miembro de la Ec, 2.6-12 representa el empuje 
y el segundo resulta como consecuencia del movimiento del fluido alrededor de la 
esfera. Para posteriores consideraciones, es conveniente designar estos dos tér¬ 
minos por F s (la fuerza que se ejerce aunque el fluido esté en reposo) y F k (la fuerza 
que resulta del movimiento del fluido, o sea, la contribución «cinética»); en el 
caso que estamos considerando, estas fuerzás son 

F¡ = hR*pg x (2.6-13) 

F k = éirpRv^ (2.6-14) 

La Ec. 2.6— 14 es la conocida ley de Stokes. Se aplica en el movimiento de partículas 

coloidales por efecto de un campo eléctrico, en la teoría de sedimentación, y en el 
estudio del movimiento de partículas de aerosoles. Téngase en cuenta que la ley 
de Stokes es válida para números de Reynolds (basados en el diámetro de la esfera) 
inferiores a aproximadamente 0,1; para Re = 1, la ley de Stokes-predice una fuerza 
resistente que es un 10 por ciento menor. El comportamiento de este mismo sis¬ 
tema para números de Reynolds más elevados se estudia en el Capítulo 6. Este 
problema indica que cuando las líneas de corriente son curvas es preciso desarrollar 
una formulación más general de la mecánica de fluidos, tal como se presenta en 
el Capítulo 3. 

Ejemplo 2.6-1. Determinación de la viscosidad a partir de la velocidad 
final de caída de una esfera 

Deducir una relación que permita obtener la viscosidad de un fluido mediante la velo¬ 
cidad de caída en estado estacionario de una esfera en el seno de un fluido. 

Solución. Si una esfera, inicialmente en reposo, se deja caer en un fluido viscoso, 
adquiere un movimiento acelerado hasta que alcanza una velocidad constante («final»). 
Cuando se alcanza este estado, la suma de todas las fuerzas que actúan sobre la estera es 
cero. La fuerza de gravedad actúa sobre el sólido en la dirección de la caída, y el empuje 
y la fuerza debida al movimiento actúan en sentido contrario: 

4 4 

- nR 3 p s g = ^ n&pg + 6npv t R (2.6-15) 

En esta expresión, R es el radio de la esfera, />, la densidad de la esfera, p la densidad del 
fluido, y v t la «velocidad final». Despejando p de la Ec. 2.6-15, se obtiene 

P - 2 R 2 (p, - P)gl9v t (2.646) 

Este resultado es válido solamente cuando Dv t pjp es menor que aproximadamente 0,1. 
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CUESTIONES PARA DISCUTIR 

1. ¿Cuál es la definición de derivada primera y cómo se utiliza esta definición en relación con 
los balances aplicados a una envoltura? 

2. Comparar la variación de t„ con r para el flujo laminar de un fluido en un tubo y en tubos 

concéntricos. 

3. ¿Cuál es la ley de Hagen-Poiseuille y a qué se debe su importancia? Comprobar su con¬ 
sistencia dimensional. 

4. ¿Qué es el número de Reynolds? ¿Cuáles son sus dimensiones? 

5. Para el flujo en tubos concéntricos, ¿cuál de las dos paredes, interior O. exterior, esta mas 
próxima a la superficie donde la densidad de flujo de cantidad de movimiznto es cero? 

6. ¿Qué limitaciones se han hecho en la deducción de la fórmula que da el espesor de una pe¬ 
lícula descendente? 

7. ¿Cuál es el significado físico de las cuatro condiciones limite que son necesarias para de¬ 
terminar las cuatro constantes de integración en §2.5? 

8. ¿Cuál es el intervalo de validez de la ley de Stokes? 

9. ¿Es de esperar que la ley de Stokes sea válida para el descenso de las gotitas de un líquido 
A en el seno de un medio liquido inmiscible B? 

10. ¿Se Cumplirá la ley de Stokes para el descenso de diminutas partículas en aire, si el di& 
metro de las partículas es del orden del recorrido libre medio de las moléculas del aire? 

11. En § 2.6, F, y deberían en realidad de tratarse como magnitudes vectoriales. ¿Cómo 
se modificarla la Ec, 2.6— 12 si la dirección de flujo del fluido no fuese exactamente contraria a 
la aceleración de la gravedad? 

12. ¿Cómo se elige la forma y la orientación del elemento de volumen utilizado para aplicar 
un balance de envoltura? 

13. ¿En qué lugar de la deducción efectuada en § 2.3 habría que comenzar a introducir modi¬ 
ficaciones. si («) el coeficiente de viscosidad fuese una función de T (debido a condiciones no 
isotérmicas, por ejemplo); (b), el fluido fuese no-newtoniano? 

14. Discútanselas dificultades de medida implícitas en la determinación de viscosidades ab¬ 
solutas mediante la fórmula de Higen-Poiseuilte. Estudíense los efectos relativos que sobre el re¬ 
sultado ejerce un error de un 1 por ciento en las distintas medidas. 

15. Dos líquidos inmiscibles Ay B fluyen con movimiento laminar entre dos láminas planas 
paralelas. ¿Sería posibk que los perfiles de velocidad fuesen de la siguiente forma? (Expliqúense 
brevemente las razones de la respuesta.) 



16. ¿Cuál es la velocidad final en un campo eléctrico de intensidad S, de una partícula co¬ 
loidal esférica que posee una carga e? (Admítase que se cumple la ley de Stokes.)\ 

\ 
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PROBLEMAS 

2.A] Determinación del radio de un capilar mediante medidas de flujo 

Uno de los métodos para determinar el radio de un tubo capilar consiste en medir la velo¬ 
cidad de Rujo de un fluido viscoso a través del tubo. Hallar el radio de un capilar a partir de los 
siguientes datos: 


Longitud del capilar = 50,02 cm 

Viscosidad cinemática del fluido = 4,03 x 10 - í m 2 seg~l 
Densidad del fluido = 0.9552 x 103 kg m -3 

Caída de presión a través del 
tubo capilar (horizontal) = 4,829 x 10 5 newtons m — 2 

= 4,766 atm. 

Velocidad de flujo de masa a 
través del tubo = 2,997 x 10—3 kg seg -1 

¿Cuáles el principal inconveniente de este método? Sugiéranse algunos otros métodos de deter¬ 
minación del radio de tubos capilares. 

Respuesta: 0.7512 mm. 

2.B! Velocidad volumétrica de flujo atravésde un anillo circular 

Un anillo circular horizontal tiene una longitud de 8.23 m. El radio externo del cilindro inte¬ 
rior es de 1,257 cm y el radio interno del cilindro exterior es de 2,794 cm. Mediante una bomba 
se hace circular a través del conducto anular una solución acuosa de sacarosa (C^HjjOu) al 60 
por ciento a 20” C. La densidad del fluido es de 1,286 g cm-3 y su viscosidad 56,5 cp. ¿Cuál es la 
velocidad volumétrica de flujo cuando se le comunica una diferencia dé presión de 0.379 kg cm - ' 2 ? 

Respuesta: 3.06 x 10 3 cm 3 seg - 1. 

2.C] Pérdida de partículas catalíticas en un gas de escape 

a. Determinar el diámetro máximo de las partículas de un catalizador constituido por micro- 
esferas. que pueden perderse en el gas que va a la chimenea en una unidad de cracking de un flui¬ 
do, en las siguientes condiciones: 

Velocidad del gas en el eje de la chimenea = 30,5 cm seg -3 (verticalmente hacia arriba) 

Viscosidad del gas = 0,026 cp 

Densidad del gas = 7,21 x 10~ 4 g cm-3 

Densidad de una partícula del 
catalizador = 1,2 g cm-3 

Expresar el resultado en micrones (1 rnicrón = 10 - ® cm) 

b. ¿Se puede utilizar la ley de Stokes en el caso (a)? 

Respuesta: Aníx =110 micrones; Re = 0,93. 

2.D 2 Flujo de una película descendente. Otras deducciones 

O, Deducir el perfil de velocidad y la velocidad media, situando el origen de coordenadas de 
forma que x se mida a partir de la pared (es decir. 5=0 corresponde a la pared y x = ó a la su¬ 
perficie libre de la película). Demostrar que la distribución de velocidad viene dada por 

v, = (pgó'ip) eos pim - am*} (2.D-1) 

y que la velocidad media es la que se expresa en la Ec. 2.2-18. Demostrar como se puede llegar 
a la distribución de velocidad de la Ec. 2.D— 1 a partir de la Ec. 2.2-16. 

b. En los problemas de este capítulo se ha seguido el procedimiento siguiente: (i) deducir una 
ecuación diferencial de primer orden para la densidad de flujo de cantidad de movimiento, ( i) 
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integrar esta ecuación, (iii) introducir en este resultado la ley de Newton con el fin de obtener una 
ecuación diferencial de primer orden para la velocidad, (iv) integrarla para obtener la distribu¬ 
ción de velocidad. Otro procedimiento consiste en, (i) deducir una ecuación diferencial de primer 
orden para la densidad de flujo de cantidad de movimiento, (ii) substituir la ley de Newton en 
esta ecuación con el fin de obtener una ecuación diferencial de segundo orden para la velocidad, 
(iii) integrar esta ecuación con el fin de obtener la distribución de velocidad. Aplicar este proce¬ 
dimiento, substituyendo la Ec. 2.2-12 en la Ec. 2.2-8, y continuar en la forma que se ha indica¬ 
do. hasta obtener la distribución de velocidad. 



Fig. Z.E. Flujo a través de una rendija. 


2.E2 Finjo laminar en mm rendija estrecha 

Un fluido viscoso circula con flujo laminar por una rendija formada por dos paredes planas 
separadas una distancia 2 B. Efectuar un balance diferencial de cantidad de movimiento y obte¬ 
ner Jas expresiones para las distribuciones de densidad de flujo de cantidad de movimiento y de 
velocidad (véase Fig. 2.E): 


v. 




(2.51) 

(2.E-2) 


\ 
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en las que &= p + pgh = p — pgz ¿Cuál es la relación de la velocidad media a la máxima en la 
rendija? Obtener la ecuación análoga a la de Hagen-Poiseuille para la rendija. 


Respuesta: <»,) = ; 



„ _ 2 (á\ - W 

ü "3 pL 


Distribución de 
velocidad en la 
película exterior 


olida de cantidad 
le movimiento en i o 
nvóltura de espesor 


uerza de gravedad 
ue actúa sobre 
el volumen 
2irrArL 


Fig. 2.G. Distribuciones de velocidad y balance de cantidad de movimiento, para una película 
que asciende por el exterior de un tubo circular. 
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2.F : Relación entre las fórmulas de la rendija y del anillo circular 

Cuando un anillo es muy delgado puede considerarse, muy aproximadamente, como una ren¬ 
dija estrecha. Por consiguiente, se pueden aplicar los resultados del problema 2.E. Por ejemplo, 
a partir del problema 2.E,es posible obtenerla velocidad volumétrica de flujo en un anillo cuyo 
radio de la pared externa es R y el de la interna (1 — e) R, siendo € pequeño, tomando 2fl ¡gu.ll 
a eR y W igual a 2rr/?, con lo que. 


Q = 


4^0 - DR l í 3 
6 ,uL 


(2.F-1) 


Demostrar que se obtiene el mismo resultado a partir de la Ec. 2.4-16, tomando para k el valor 
1 • y desarrollando la expresión de Q en potencias de é.Esta operación requiere el uso de la 

serie de Taylor, 

ln (!-«) = -€- ie* - ie» - i«‘- (2.F-2) 


y efectuar después una división. (Nora: Utilizar en la deducción los cuatro primeros términos de 
la serie de Taylor de la Ec. 2.F —2.) 


2 .G 2 Rujo laminar en un película que desciende por el exterior de un tubo circular 

En una experiencia de absorción de gases, un fluido viscoso asciende por el interior de un pe¬ 
queño tubo circular, para descender después por la parte exterior del mismo. (Véase Fig. 2.G.) 
Aplicar un balance de cantidad de movimiento a una envoltura de película de espesor .Ir, tal como 
se indica en la figura. Obsérvese que las flechas de «entrada de cantidad de movimiento» y «sa¬ 
lida de cantidad de movimiento» se toman siempre en la dirección r positiva al efectuar el ba¬ 
lance, aun cuando en este caso ocurre que la cantidad de movimiento fluye en la dirección r ne¬ 
gativa. 

a. Demostrar que la distribución de velocidad en la película descendente (despreciando los 
efectos finales) es 



b, Obtener una expresión de la velocidad volumétrica de flujo en la película. 

c. Demostrar que el resultado de ( b ) se transforma en la Ec. 2.2 — 19 si el espesor de la pelí¬ 
cula es muy pCquíño, 

2.H 2 Flujo no-newtoniano en un tubo 

O, Deducir la fórmula análoga a la de Hagen-Poiseuille para el modelo de Ostwald-de Waele 
(ley de la potencia). Al hacer la deducción debe de eliminarse primeramente el signo del valor ab¬ 
soluto. Como para el flujo en un tubo dvjdr es siempre negativo, la ley de la potencia se transfor¬ 
ma en este caso en 


dv, 


dr 


dv. 


dr 


dv, I 


dr 




(2.H-1) 


Explicar cuidadosamente las transformaciones de la Ec. 2¿H—1 

b. Deducir una expresión de la velocidad volumétrica para el flujo en un tubo de un fluido 

de Ellis (véase Ec, 1.2-5): 


dv, 

dr 


+ <P l |T r ,| a 1 


(2.H-2) 
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2.1, Flujo de un fluido de Bingham en un tubo circular* 

Un tubo vertical está lleno de un fluido de Bingham y cerrado por el extremo inferior median¬ 
te una lámina. Al separar la lámina, el fluido puede salir o no del tubo por gravedad. (Véase 
Fig. 2.1.) Expliqúese este hecho y establézcase un criterio de flujo para este experimento. 



Fig. 2.L Flujo de un fluido de Bingham en un tubo circular 


2.J 2 Flujo en tubos concéntricos con movimiento axial del cilindro interior 

Considerar el sistema representado en la Fig. 2.J, en el que la varilla cilindrica se mueve con 
una velocidad V. La varilla y el cilindro son coaxiales. Hallar la distribución de velocidad en gg. 



Fig. 2.J. Flujo en tubos concéntricos con movimiento axial del cilindro interior 


tado estacionario y la velocidad volumétrica de flujo. Este tipo de problemas se presentan en el 
recubrimiento de alambres con barniz^. 

v, In (r/R) irR*V¡ 

Respuesta: — zz —- - ¡ Cí ~ 

V ln k 


\ ln (1 /k) / 


2.Kj Flujo no-newtoniano de una película 

Deducir una fórmula para el espesor de una película de un fluido de Bingham descendiendo 
por una pared plana vertical con una velocidad l\g seg~*por unidad de anchura de pared) 

2.Lj Análisis de un medidor de flujo capilar 

Determinar la velocidad de flujo (en kg hr-t) en el Aedidorde flujo capilar de la Fig. 2.L. El 
fluido que circula por el tubo capilar es agua a 20° C, y como fluido manO(Tlétr¡CO se utiliza ta 


1 Sugerido por el Prof. H. Kramers, Technische Hogeschool (Delft). 

2 J, B. Patón, P. H. SQUIRES, W . H. Darnell, F. M. Cash y J. F. Carley, Processing of Ther- 
moplastic Materials , E. C. Bernhardt (Ed. ), Reinhold. Nueva York (1959), capitulo 4, pp. 209-301. 
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tracloruro de carbono (CC1 4 ), cuya densidad es de 1,594 gcm -3 . El diámetro del capilar es 
0,025 cm. (Obsérvese que para calcular la velocidad de flujo basta medir H y L;es decir que no 
hace falta medir 0 , ¿Por que?) 



2.Mj Separador electrostático de polvo 

Un separador de polvo consiste en dos láminas de cargas opuestas entre las cuales fluyen 
gases conteniendo el polvo (véase Fig. 2.M). Se desea establecer un criterio de la longitud m 


u 



Fig. 2 .M. Trayectoria de una partícula en un colector eléctricode polvo. 
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ma de separador en función de la carga de la partícula e, la intensidad del campo eléctrico 
diferencia de presión ( p p — p¿), la masa de la partícula ni y la viscosidad del gas p. Es decir, ¿para 
qué longitud ¿ habra alcanzado la partícula más pequeña (masa m) la lámina inferior, exacta¬ 
mente antes de que pueda ser arrastrada fuera del canal? Supóngase que el flujo es laminar erúre 
las dos placas, de forma que la Ec. 2.E — 2 describe la distribución de velocidad. Supóngase también 
que la velocidad de la partícula en la dirección z es la misma que la del fluido en esa dirección. 
Admítase finalmente que tanto la resistencia de Stokes sobre la esfera, como la fuerza de gravedad 
que actúa sobre la partícula, que es acelerada en la dirección — x, pueden despreciarse. 

Respuesta: I m i n ss [64 (/>„ - ^ i ) 2 fl 5 6 7 8 w/225/tW] 1/4 


2 .N 3 Flujo en un tobo con deslizamiento en la pared 

Obtener una modificación de la ley de Hagen-Poiseuille suponiendo que hay deslizamiento 
del fluido en la pared del cilindro. Es decir, que en vez de admitir que v, = 0 para r = R utilizar 
la condición límite de que 


(te, = ^ at r = R (2.N-1) 

cir ^ 

|É| 

en la que es el «coeficiente de fricción deslizante». (¿Cuál es el significado físico de p : — 00 ?) 

En la mayor parte de los problemas de flujo de fluidos el deslizamiento carece de intigartancia 3 4 . 
Sin embargo, se ha utilizado la solución obtenida para el flujo con deslizamiento* alrededor de 
esferas, en las «teorías hidrodinámicas» de difusións. Por otra parte, el deslizamiento es impor¬ 
tante en algunos problemas de flujo no-newtonianoe. r , 

2 .O 4 Deducción de la ecuación de Rabinowitsch .- '■$ 

Mediante la ecuación de Rabinowitsch 7,8 j puede obtenerse una representación gráfica de la 
densidad de flujo de cantidad de movimiento frente al gradiente de velocidad (véase Fig. 1.2-1) 
para cualquier fluido, a partir de datos experimentales de la perdida de presión para diversas ve¬ 
locidades de flujo, en el flujo laminar isotérmico de un fluido a través de tubos circulares. Las 
únicas suposiciones que es preciso hacer consisten en que el fluido es totalmente homogéneo y 
que no existe deslizamiento en la pared. 

a. Demostrar que la integral correspondiente a la velocidad volumétrica de flujo puede inte¬ 
grarse por partes para obtener 


f'U 

dr 


r* dr 


(2.0-1) 


Efectuar el siguiente cambio de variable r/R = t n l?R (siendo r K s (# 0 — @¡)R¡2L la 
densidad de flujo de cantidad de movimiento en la pared, f- R), y escribir de nuevo la integral 
del apartado (a) en función de la variable de integración T„, 


3 H. Lamb, Hydrodynamics, Dover, Nueva York ( 1945 ), p. 576. 

4 Ibid., pp. 601 y ss. 

5 R. B. BlRD, «Theory of Diffusion». En Advances in Chemical Engineering , T. B. Drew y J. 
W. Hoopes, Jr. (Eds.), Academic Press, Nueva York (1956), vol. 1, pp. 195*196. 

6 J- G. OLDROYD, «Non-Newtonian Flow of Liquids and Solids». En Rheology. F. R. Eirich 
(Ed.), Academic Press. Nueva York (1956). vol. 1, pp. 663-664. 

7 B. Rabinowitsch, Z. physik. Chemie, AX45, 1-26 (1929). 

8 J. G. oldroyd, Op. cit. cap. 16, vol. 1, pp. 662-666. 
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c. Diferenciar la integral del apartado (6) con respecto a rapara obtener la ecuación de Rabí - 
nowilsch, 9 

(' co - 2> 

Expliqúese cómo puede utilizarse esta ecuación para obtener la curva de r„ frente a (— dv,jdr ) 

2 .P 4 Relación mutua entre los perfiles de velocidad en una rendija y en tubos concéntricos 

Demostrar que la distribución de velocidad en tubos concéntricos, Ec. 2.4-13, es la misma 
que en una rendija (véase Ec, 2.E—2) cuando k se mantiene constante y R se hace muy grande. 

2 .Q 4 Fluj o no-newtoniano en tubos concéntricos 

Deducir la ecuación de la velocidad volumétrica de flujo para un fluido de Bingham que 
circula en un espacio anular, utilizando la notación que se ha introducido en § 2.4 y en el ejem¬ 
plo 2.3-2. Utilizar los siguientes números adimensionales: 

T = 2 TrM?, - *l)R — densidad de flujo de cantidad de movimiento adimensional 

T„ — 2t o¿/(-4 # o — i?j)R s parámetro Teológico adimensional 

4> = (2 = velocidad adimensional 
í~r¡R s coordenada radial adimensional 

Demostrar que la distribución de densidad de flujo de cantidad de movimiento y la ley reológi- 
ca, pueden expresarse de esta forma 

T = f - ¿«f- 1 (2.Q-1) 


1 T 


d<¡> 

& 


Demostrar que los límites A + y2 _ de la región de flujo de tapón vienen dados por 

±7o = 2+. — -— 


(2.Q-2) 


(2.Q-3) 


y que A es justamente la media geométrica de A+y A-, Obtener la distribución de velocidad para 
los tres intervalos: 

<¡>_ para el intervalo k <í { < 

^0 para el intervalo A_^ s «C 2 + 
para el intervalo A + < í < 1 

Integrando después sobre la distribución de velocidad, se obtiene la velocidad volumétrica de 

flujo 10 : 


q = ro - K*) -2A«(1 - **) -í(i + K*)r 0 + i(4A* + r 0 *)«r 0 ] 

SftoL 


(2-Q-4) 


9 Utilizar la «fórmula de Leibnitz» para la diferenciación de una integral: 

d f a,(<) í a,(0 Sf / da, da,\ 

10 A. G. FREDRICKSON y R - B - BlRD, ¡nd. Eng. Chem., so, 347-352 (1958); en este articulo se 

presenta también una solución para el modelo de la potencia 
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¿Cómo se deterinina A? La distribución de densidad de flujo de cantidad de movimiento en tu¬ 
bos concéntricos, ¿es igual para el flujo no-newtoniano que para el newtoniano? 

2.R 4 Escurrimiento de líquidos 1 1 

Se desea conocer la cantidad de líquido que queda retenido sobre la superficie interna >de un 
vaso grande cuando se vacia. En la Fig. 2.R se indica lo que ocurre en las proximidades de la pa¬ 
red del vaso. El espesor-local de la película es una función de 2 y (. 



Fig. 2.R. Adherencia de un liquido viscoso a las paredes de un vaso durante el vaciado. 


a. Aplicar un balance no estacionario de materia a un elemento de película comprendido en¬ 
tre 2 y-z + Az, y demostrar que 



as 

Jt 


(2.R-1) 


¿ 1 . Utilizar la Ec. 2.2-18 con el 
mer orden para d(z,ty. 


fin de obtener la siguiente ecuación diferencial parcial de pri- 


dd 

Jt 


pe dd 

+ —<5* — 

u az 


= 0 


(2.R-2) 


11 Para un tratamiento más amplio de este problema, véase J. J- van RoSSUM, Appl. Sci. Re¬ 
search, A7, 121-144 (1958). 
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¿Qué suposiciones son inherentes a la Ec. 2.R-2? 
c. Demos-e resolviendo la Ec. 2.R— 2 se obtiene 



¿Qué restricciones deben ponerse a este resultado? 


(2.R-3) 


2.S 3 Flujo de grasas no-newtonianas a través de tubos 

Se ha supuesto el siguiente modelo para el estudio del flujo de grasas no-newtonianas en tubos 
circulare^: 


— ay + by K r (2.S-1) 

Demostrar que la expresión para la velocidad volumétrica de flujo, Q, puede obtenerse por el si¬ 
guiente procedimiento: 

a. Demostrar que la expresión general de Q puede Integrarse dos veces por partes para obtener 


Q — 


"fpyg 

3 


7 T 

3 



en la que y* = (—dv.ldr )| r=Jl . 

b. Demostrar que r puede expresarse en función de y, de la siguiente forma': 


(2.S-2) 


r = -(ay + by”) (2.S-3) 

c. Demostrar que substituyendo la Ec. 2.S—3 en la Integral de la Ec. 2.S-2 y aplicando la con¬ 
dición limite conveniente, se obtiene finalmente 


e- 




siendo X = (bjá)( y y y* una función implícita de r* 

t* = ay s + ¿y*" 




(2.S-4) 

(2.S-5) 


2 .T 3 Una expresión integral para b distribución de velocidad en un tubo 

Hemos recibido del editor de una revista profesional un trabajo para revisar, Este trabajo 
trata del transporte de calor para el flujo en un tubo, Los autores establecen que como han ope¬ 
rado con flujo no isotérmico, deben de obtener una expresión «general» para la distribución de 


' t* A.-W Sisko, Znd. Eng. Chem.,SO, 1789-1792 (1958). 
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velocidad, que puede utilizarse aun cuando la viscosidad del fluido sea una función de la tempe¬ 
ratura (y por lo tanto de la posición). Indican que «una expresión general de la distribución de 
velocidad para el flujo en un tubo», es 


v. 

(V,) 



(2.T-1) 


en la que (tt,)es la velocidad media de flujo, y es la coordenada radial reducida (esto es, r/R), y H 
es la viscosidad (que puede variar con y). No deducen su fórmula ni dicen donde puede encontrar¬ 
se en la bibliografía. Como censores del trabajo, estamos obligados a (a) deducir la fórmula que 
indican, y (b) establecer las restricciones que estén implícitas en dicha fórmula. 



CAPÍTULO 3 

LAS ECUACIONES DE VARIACIÓN 
PARA SISTEMAS ISOTÉRMICOS 

En el Capítulo 2 se han determinado las distribuciones de velocidad para varios 
sistemas sencillos de flujo, aplicando balances de cantidad de movimiento a una 
envoltura. Estas distribuciones de velocidad se utilizaron después para calcular 
otras magnitudes, tales como la velocidad media y la fuerza resistente. El método 
del balance aplicado a una envoltura se utilizó con el fin de familiarizar al princi¬ 
piante con la aplicación del principio de conservación de la cantidad de movi¬ 
miento en los problemas de flujo viscoso. Sin embargo, no es necesario formular 
un balance de cantidad de movimiento siempre que se comienza a trabajar con un 
nuevo problema de flujo. Es más rápido, más fácil, y más seguro, partir de las ecua¬ 
ciones de conservación de la materia y la cantidad de movimiento, expresadas en 
la forma general, y simplificarlas con el fin de adaptarlas al problema de que se 
trate. Estas dos ecuaciones describen todos los problemas de flujo viscoso isotér¬ 
mico de un fluido puro. Para fluidos no isotérmicos y para mezclas fluidas de varios 
componentes, se necesitan ecuaciones adicionales para describir la conservación 
de la energía (Capítulo 10) y la conservación de las especies químicas individuales 
(Capítulo 18). Estas distintas ecuaciones de conservación se denominan a veces 
«ecuaciones de variación», ya que describen la variación de la velocidad, tempera¬ 
tura y concentración, con respecto al tiempo y la posición en el sistema. 

En § 3.1 se desarrolla la «ecuación de continuidad», mediante la aplicación de 
la ley de la conservación de la materia a un pequeño elemento de volumen situado en 
el seno de un fluido en movimiento. El principio de la conservación de la materia 
se ha aplicado ya, tácitamente, en el Capítulo 2; por ejemplo, mediante él se justifica 
la suposición de que la velocidad es independiente de la distancia axial en el problema 
de Hagen-Poiseuille. Ya veremos que para sistemas más complejos interesa un 
planteamiento más general de este principio. 

En § 3.2 se introduce la segunda ecuación de variación, la «ecuación de movi¬ 
miento», que es una generalización del balance de cantidad de movimiento del Ca¬ 
pítulo 2. Con esta ecuación y la de continuidad, se pueden resolver todos los pro¬ 
blemas del Capítulo 2, y muchos otros bastante más complicados. 

En § 3.3 se utiliza la jecuación de movimiento para dedu&ir una expresión que 
describe la interconversión de las- distintas formas de la energía mecánica de un 



3-2 


TRANSPORTE DE CANTIDAD DE MOVIMIENTO 


fluido en movimiento. Esta ecuación es particularmente útil para describir la degra¬ 
dación de la energía mecánica en energía calorífica, que acompaña a todos los pro¬ 
cesos reales de flujo. También es la base del importante balance macroscópico de 
energía mecánica, o ecuación de Bernoulli, que se estudia en el Capítulo 7. 

En las tres primeras secciones, las deducciones se obtienen en coordenadas rec¬ 
tangulares. Sin embargo, para muchos problemas resulta más conveniente utili¬ 
zar coordenadas cilindricas o esféricas. En § 3.4 se trata brevemente el tema de 
las coordenadas curvilíneas, a la vez que se presenta un resumen de numerosas rela¬ 
ciones importantes, expresadas en los tres sistemas de coordenadas. El lector podrá 
comprobar que esta tabulación reduce el arte de plantear problemas de flujo viscoso 
a casi un simple procedimiento de «recetario de cocina». Los ejemplos que se pre¬ 
sentan en § 3.5 ilustran sobre la aplicación del método a la resolución de algunos 
problemas de flujo laminar. 

En § 3.6 se extienden al flujo no-newtoniano las materias expuestas en las cinco 
secciones precedentes. El punto principal que se aborda aquí es el método adecuado 
para expresar la densidad de flujo de cantidad de movimiento en diversos modelos 
no-newtonianos, de forma que pueda transformarse en coordenadas curvilíneas. 

En la última sección de este capítulo, § 3.7, se presentan las ecuaciones de va¬ 
riación en función de variables adimensionales. Al escribir en esta forma las ecua¬ 
ciones, se reúnen los «factores de escala» (es decir, tamaño, del sistema, velocidad 
media del fluido, y propiedades del mismo) en un corto número de relaciones adi¬ 
mensionales que resultan útiles para caracterizar los sistemas de flujo. En este ca¬ 
pítulo veremos cómo pueden utilizarse estas relaciones adimensionales para efec¬ 
tuar estudios empíricos con un modelo a escala reducida, que permite un análisis 
de los sistemas demasiado complejos. En el Capítulo 6 se amplían estas ideas para 
la correlación empírica de la fuerza de resistencia en sistemas complejos. 

En este capítulo se utiliza, ocasionalmente, la notación vectorial y tensorial, con 
el fin primordial de abreviar expresiones que resultarían de otra forma demasiado 
largas 1 . El principiante verá que no es preciso un conocimiento matemático de vec¬ 
tores y tensores para utilizar el resumen de § 3.4 en la resolución de problemas. Al 
estudiante adelantado le resultará útil el apéndice A para conocer algunos detalles 
sobre el manejo de vectores y tensores. 

En muchos aspectos, el Capítulo 3 es el más importante del libro, puesto que 
facilita el camino para todo lo que sigue. El lector que lo conozca a fondo antes de 
continuar, se verá recompensado de su esfuerzo. 

Antes de entrar en el tema principal del capítulo, vamos a detenernos brevemente 


i Una introducdón a las operaciones con vectores puede encontrarse en algunos libros de cálcu¬ 
lo para estudiantes no graduados, tales como el de G. B. thomas Calculus and Analytic Geometry, 
Addison-Wesley, Reading, Mass. (1953), Segunda edición. Aquí se usan los símbolos en bastar¬ 
dilla para escalares, bastardilla en negritas para vectores y negritas para tensores. Además, las 
operaciones del producto de punto, encerradas entre paréntesis ( ), son escalares y las operacio- 
.nes entre [ ] son vectores. 
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para hacer algunos comentarios acerca de los tres tipos de derivadas con respecto 
al tiempo que se utilizan en el texto. Para ilustrar esto utilizaremos un ejemplo ca¬ 
sero, como es’el problema de referir, la concentración de peces en el río Kickapoo. 
Puesto que los peces se están moviendo, su concentración c será una función de la 
posición (x, y, z) y del tiempo (í). 

Derivada parcial con respecto al tiempo, dcjdt 

Supongamos que estamos sobre un puente y observamos cómo varía la concen¬ 
tración de peces exactamente debajo de nosotros con el tiempo. Estamos, pues, 
observando cómo varía la concentración con el tiempo, para una posición fija en 
el espacio. De acuerdo con esto, dcjdt indico la «parcial de c con respecto a t, man¬ 
teniendo constantes x, y, z». 


Derivada total con respecto al tiempo, dcjdt 


Supongamos ahora que en vez de estar sobre el puente, vamos en una lancha 
a motor que se mueve en el río en todas direcciones, unas veces en contra de la co¬ 
mente, otras a través, y tal vez otras a favor de la corriente. Al referir la variación 
de la concentración de peces con respecto al tiempo, los números que resultan 
han de reflejar también el movimiento de la lancha. La derivada total con respecto 
al tiempo viene dada por 


de _ de dcdx+ de d_y + _dc dz 
dt dt dx dt dy dt dz dt 


( 3 . 04 ) 


en la que dxjdt, dyjdt y dzjdt son los componentes de la velocidad de la lancha. 


Derivada substancial con respecto al tiempo, DcjDt 


Supongamos que vamos en una canoa a la que no se comunica energía, sino que 
simplemente flota. En este caso, la velocidad del observador es exactamente la 
misma que la velocidad de la comente v. Al referir la variación de la concentración 
de peces con respecto al tiempo, los números dependen de la- velocidad local de la 
corriente. Esta derivada es una clase especial de deriva& total con respecto al 
tiempo que se denomina «derivada substancial» o, a veces (más lógicamente), «de¬ 
rivada siguiendo el movimiento». Está relacionada con la derivada parcial con res¬ 
pecto al tiempo de la forma siguiente: 


De de , de , 

—- = — + v x — + v 
Dt dt dx dy 


de , de 
* + v * 


dz 


( 3 . 0 - 2 ) 


en la que v„ v y y v Jt son los componentes de la velocidad local del fluido v. 

El lector deberá de entender perfectamente el significado físico de estas tres 
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derivadas. Recuérdese que dc/dt es la derivada para un punto fijo ert el espacio y 
Dc/Dt es la derivada calculada por un observador que flota corriente abajo con 
el fluido. 

§ 3.1 LA ECUACIÓN DE CONTINUIDAD 

Esta ecuación sé deduce aplicando un balance de materia a Utl elemento esta¬ 
cionario de volumen AxAyAz, a través del que está circulando el fluido (véase 
Fig. 3.1-1): 

‘velocidad de acumu-) (velocidad de en-) f velocidad de 

lacióll de materia ) I trada de, materia I I salida de materia 


(3.1-1) 



un fluido. 

Comenzamos c’onsiderando el par de caras perpendiculares al eje x. La velocidad 
de entrada de materia a través de la cara x es (pu t )| v ZlyZlz, y la velocidad de sali¬ 
da de materia a través de la cara x + Ax es (pv x ) x +a.c AyAz. Para los otros dos 
pares de caras pueden escribirse expresiones análogas. La velocidad de acumulación 
de materia en el elemento de volumen es (AxAyAz) ( dp¡dt ). El balance de materia 
queda por tanto 

AxAyAz”- = Ay Az[('pi?g)| z *■ (p^*)I*+a* 1 -t" A¡kA z^ptij,)!,, (p^)I»+a»] 

ot 

+ kx Ay[(pi> t )l* - (pv t ) UaJ 


( 3 . 1 - 2 ) 
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Dividiendo toda la ecuación por (AxAyAz), y tomando límites cuando estas dimen¬ 
siones tienden a cero, se tiene 

s -k~-& i ‘"- + i¡¡ n+ í '*■) (313) 

Ésta es la ecuación de continuidad, que describe la variación de la densidad para 
un punto fijo, como consecuencia de las variaciones del vector de velocidad má- 
sica pu. La Ec. 3.1-3 puede escribirse en una forma más conveniente utilizando 

notación vectorial!: 

. P*) (3.1-4) 


El término » • pv) se denomina «divergencia:» de pv, y a veces se escribe div. pu, Véa¬ 
se que el vector pv es la densidad de flujo de materia y que su divergencia tiene 
un significado sencillo: representa la velocidad neta con que disminuye la densidad 
de flujo de materia por unidad de volumen. Por lo tanto, la Ec. 3.1-4 establece 
simplemente que la velocidad con que aumenta la densidad en el interior de un pe¬ 
queño elemento de volumen fijo en el espacio, es igual a la velocidad neta de entrada 
de densidad de flujo de materia en el elemento dividida por su volumen. 

Generalmente, es preferible modificar la ecuación 3.1 — i 3, efectuando la dife¬ 
renciación Que está indicada y reuniendo todas las derivadas de p en el primer ' 
miembro : 


3 p . 3 p , dp 3 p 


dt 


' dx 


dy 


dz 


'dx oy dz' 


(3.1-5) 


El primer miembro de la Ec. 3.1-5 es la derivada substancial de la densidad, es 
decir, la derivada con respecto al tiempo pura un recorrido que sigue el movimiento 
del fluido. De acuerdo con esto, la Ec. 3.1-5 puede expresarso abreviadamente en 
esta forma : 

= -p(V •«>) (3.1-6) 

* 

en la que el operador D/jDí está definido por la Ec. 3.0-2. La ecuación de conti¬ 
nuidad, expuesta en esta forma, describe la velocidad de variación de la densidad, 
tal como la ve un observador que «flota» con el fluido. 

Recuérdese que esta ecuación es sencillamente una formulación de la conserva¬ 
ción de la materia. Es preciso señalar que la deducción puede efectuarse igualmente 
para un elemento de volumen de una forma arbitraria cualquiera, y no está por lo 
tanto restringida para el caso del elemento paralepipédico que se ha presentado 
aqui. 


' Téngase en cuenta que y tiene las dimensiones del inverso de una longitud. 
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Una forma especial muy importante de la ecuación de continuidad, que se uti¬ 
lizará posteriormente, es la correspondiente a un fluido de densidad constante, 
para el que 

(fluido incompresible) (V • p) = 0 (3-1-7) 

Aunque en realidad ningún Auido es totalmente incompresible, en la práctica 
se puede admitir con mucha frecuencia que la densidad es constante, con lo que se 
obtiene una considerable simplificación, sin cometer casi error. Obsérvese que para 
que la Ec. 3.1-7 sea válida, sólo es necesario que p permanezca constante para un 
elemento de fluido que se mueva a lo largo de una línea de comente, es decir, que 
DpjDt sea cero. 

§ 3.2 LA ECUACIÓN DE MOVIMIENTO 

Para un elemento de volumen AxAyAz, como el utilizado en la sección anterior, 
se puede escribir el siguiente balance de cantidad de movimiento: 


1 velocidad de 1 

velocidad del 

velocidad del 

suma de las 1 

f acumulación I i 

entrada de i 

salida de V , 
cantidad de i 

fuerzas que ( 

) de cantidad (~~ 

cantidad deí 

actúan sobre! 

[ de movimiento J 

movimiento J 

movimiento * 

el sistema ] 


Obsérvese que la Ec. 3.2— 1 corresponde exactamente a una ampliación de la ecua¬ 
ción 2.1— 1 para sistemas en estado no estacionario. Por consiguiente, podemos pro¬ 
ceder, en muchos aspectos, de igual forma que en el Capítulo 2. 



Fíg. 3.2-1. Elemento de volumen Ax Ay Az, en el que se señala con flechas la dirección en que 
se transporta el componente x de la cantidad de movimiento a través de las superficies. 
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Sin embárgo, además de tener en cuenta el comportamiento no estacionario, 
permitiremos al fluido que se mueva en una dirección arbitraria a través de las seis 
caras del elemento de volumen, igual que en § 3.1. Es preciso resaltar que la Ec. 3.2— 1 
es la ecuación de un vector, con componentes para cada una de las tres direcciones 
coordenadas, x, y y z. Para mayor sencillez, comenzaremos considerando el compo¬ 
nente x de cada uno de los términos de la Ec. 3.2— 1; los componentes y y z se pueden 
obtener por analogía. 

Vamos a considerar en primer lugar las velocidades de flujo del componente x 
de la cantidad de movimiento que entra y sale del elemento de volumen que se 
indica en la Fig. 3.2— 1. La cantidad de movimiento entra y sale del elemento de 
volumen en virtud de dos mecanismos: por convección (es decir, debido al flujo 
global del fluido) y por transporte molecular (o sea, a causa de los gradientes de 
velocidad). 

La velocidad con la que entra por convección el componente x de la cantidad de 
movimiento por la cara situada en jces pv x v x \ x AyAz, y la velocidad con la que sale por 
x + Ax es pv x v x \ x+Ax Ay Az. La velocidad a la que entra por y es pv x v,\ y Ax Az 
Para las demás caras se pueden escribir expresiones similares. Vemos, por tanto, 
que es preciso considerar el flujo convectivo de la cantidad de movimiento x a través 
de las seis caras, y que el flujo convectivo neto, de la cantidad de movimiento x, 
en el elemento de volumen, es: ¿ 

Ay ¿sz(pv x v x \ z - pv x v x \ x+Ax ) + Ax ¿Sz(pv,v x \ y - pv y v x \ y+Ay ) 

+ Ax \y(pv z v x \, - pv x v x \ t+Al ) (3.2-2) 

De igual forma, la-velocidad con la que el’componente X de la cantidad dé movi¬ 
miento entra por transporte molecular por la cara situada en x es r xx \ x AyAz, y la 
con la que sale por x + Ax es T xx \ x +¿ x AyAz. La velocidad con que entra por y 
es z^jyAxAz; para las otras tres caras se pueden obtener expresiones similares (véase 
Fig, 3.2— 1). Téngase en cuenta que x yx es la densidad de flujo de cantidad de movi¬ 
miento jt a través de una cara perpendicular al eje y. Sumando estas seis contribu¬ 
ciones, se obtiene 

Ay A | x ™ T*aplx + Aa) + Ax ’' r vxl|f + A») 

+ AxAy(T„|, - r„| í+A .) (3.2-3) 

Obsérvese que, de igual forma que antes, estas densidades de flujo de cantidad de 
movimiento pueden considerarse como esfuerzos. Por lo tanto, r xx es el esfuerzo 
normal que actúa sobre la cara x, y X yx es el esfuerzo tangencial (0 cortante) que actúa 
sobre la cara y en la dirección x, y que resulta como consecuencia de las fuerzas 
viscosas. 

En la mayor pgffS de las casos, las únicas fuerzas importantes serán las proce- 
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dentes de la presión del fluido p y la fuerza gravitacional por unidad de masag. 
La resultante de estas fuerzas en la dirección X será, evidentemente 

Ay Aa(p|, - p|. +Ai ) + pgtteiiykz 13,2-11 

La presión de un fluido en movimiento está definida por la ecuación de estado p—p 
(p. n y es una magnitud escalar. 

Finalmente, la velocidad de acumulación de cantidad de movimiento X en el 
elemento es AxAyAz(dpV x \dt). Substituimos ahora las anteriores expresiones en la 
Ec. 3.2 — 1. Dividiendo toda la ecuación que resulta por AxAyAz, y tomando el 
limite cuando Ax, Ay e Az, tienden acero, se obtiene el componente X de la ecuación 
de movimiento: 

a (d , a , a 

Ti PV.= -(- fV . + ~ n v. + - 

~[L T “ + ¡¡ / ' r " + ^l T •^) ~ú +pe ’ 112,1 

Los componentes y y Z, que pueden obtenerse de una forma análoga, son 


P V .V X I 




W, + 





[ 3 , 2 - 6 ] 


13 , 2-71 


Las magnitudes pv t , pv y , pv, son los componentes del vector velocidad másica po; 
de igual forma, g x , g y , g,, son los componentes de la aceleración gravitacional t- 
Por otra parte, dpjdx, dpjdy, dp/dz, son los componentes de un vector Vp. denomi¬ 
nado «gradiente de p» (a veces se escribe grad p). Los términos pvjj m pvj) yi pV^Pv 
pv y v,, etc., son los nueve componentes de la densidad de flujo convectivo de can¬ 
tidad de movimiento pw, que es el «producto diádico»* de pvy v. Análogamente, 
X x¡f) T xy , X xl , Xy„ etc., son los nueve componentes de t , que es el «tensor esfuerzo». 
Como las Ecs. 3.2-5, 6, 7 ocupan mucho espacio, es conveniente combinarlas con 
el fin de obtener la sencilla ecuación vectorial: 


* Se da el nombre de productos diddicos o simplemente diadas, a los tensores que resultan de 
multiplicar entre si dos vectores. (N. del T.) 
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velocidad de au¬ 
mento d e canti- 
daddc movimien¬ 
to por unidad do 
volumen 


—[y. pw] 

velocidad de ganancia 
de cantidad de mo¬ 
vimiento por convec¬ 
ción, por unidad de 
volumen 

-[V-T] 

velocidad degantncú 
& cantidad de movi¬ 
miento portranjport# 
viscoso, por unidadde 

volumen 


-Vp 

fuerza do presión 
que actúa sobre el 
elemento P or uni¬ 
dad de volumen 


+ PÉ 

fuerza de gravita¬ 
ción que actúa 
(Obre el elemento 
por unidaddevo- 
I unten 


(3.2-8) 


Es preciso advertir al lector que[V . p»»] y (V . t] no son divergencias simples, debido 
a la naturaleza tensorial de pvv y t, Sin embargo; la interpretacibn física es análoga 
a la de ... pv) en § 3.1; mientras que » . pv) representa la velocidad de pérdida de 
materia (un escalar) por unidad de volumen debida al flujo del fluido, la magnitud 
[V • pvv] representa la velocidad de pérdida de cantidad de movimiento (un vector) 
por unidad de volumen debido al flujo’ del Huido. La Ec. 3.2—5 puede reordenarse, 
con ayuda de la ecuación de continuidad, para obtener 


Pv, 

Dt 


dp _ (<£[> 

dx \ d¡ 


xa i 

dx 


in 

dy 


X . 

dz 


h 


Pgm 


(3.2-9) 


Para los componentes y y z pueden obtenerse expresiones análogas. Sumando VéC- 
torialmente los tres componentes, se llega á 



masa por unidad 

do volumen, mul¬ 
tiplicada por ace¬ 
leración 


-Vp 

fuerza de presión 
sobre al elemento 
por unidad (je 
volumen 


-[S-vj 

Aten* viscosa so¬ 
bre el elemento 

por unidad de vo¬ 
lumen 


+ ps 

fuerza gravitado- 

nal sobre el ele¬ 
mento por unidad 
de volumen 


(3.2- 10) 


La ecuación de movimiento, expresada en esta forma, establece que un pequeño 
elemento de volumen que se mueve con el fluido es acelerado por las fuerzas que 
actúan sobre él. En otras palabras, es una expresión de la segunda ley de Newton, 
según la cual, masa x aceleración = suma de fuerzas. Vemos, por lo tanto, que el 
balance de cantidad de movimiento es totalmente equivalente a la segunda ley de 
Newton del movimiento. Obsérvese que las dos formas de la ecuación de movimiento 
que se dan en las Ecs. 3.2-8 y 3.2-10, corresponden a las dos formas de la ecua¬ 
ción de continuidad de las Ecs. 3.1-4 y 3.1—6. En cada caso, la primera forma re¬ 
presenta un balance aplicado a un elemento de volumen fijo en el espacio, y la se¬ 
gunda es una descripción de las variaciones que tienen lugar en un elemento que 
sigue el movimiento del fluido. Es necesario tener en cuenta que las Ecs. 3.2-5.a 10 
son válidas para cualquier medio continuo. 
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Con el fin de utilizar estas ecuaciones para determinar las distribuciones de ve¬ 
locidad, hay que expresar los distintos esfuerzos en función de los gradientes de 
velocidad y las propiedades del fluido. Para fluidos newtonianos, estas expresiones 

son 1 2 : 


r M = —2^+ §tfV*) 

(3.2-11) 

r„ = —2/4 ^ MV . v) 
oy 

(3.2-12) 

Tj , = —2A* 

(3.2-13) 

(dv x dvÁ 

Txy - Tvz = P\ dy + d J 

(3.2-14) 

(dv y , dv,\ 

T - = T - = -"fe + tJ 

(3.2-15) 

(dv, dv x \ 

T «- T « =•“!«( dx + d J 

(3.2-16) 


Las Ecs. 3.2— 11 a 16 se han expuesto aquí sin demostración, debido a que es dema¬ 
siado larga*. Estas ecuaciones, que constituyen un planteamiento más general de 
la ley de Newton de la viscosidad, correspondiente a la Ec. 1.1—2, se aplican a los 
casos complejos de flujo, en los que el fluido circula en todas las direcciones. Cuando 
el fluido circula en la dirección x, entre dos láminas perpendiculares a la dirección y 
(tal como se ha representado en la Fig. 1.1— 1), de forma que v x es una función 
exclusiva de y, de esta serie de seis ecuaciones se obtiene X xx = x yy = x„ = x yi = 

— x xt = 0 y Xy x = — /j(dv z /dy), que es idéntica a la Ec. 1.1-2. Por consiguiente, la 
definición de viscosidad que se ha dado en el Capítulo 1 está de acuerdo con esta 
definición más general. 

Substituyendo las Ecs. 3.2—11 a 16 en la Ec. 3.2-9 y las ecuaciones correspon- 


1 En realidad, los esfuerzos normales, deberían contener un término adicional; por ejemplo, 
la Ec, 3.2-11 debiera ser 

t„ = ™ (fot - «XV . v) (3.2-1 la) 

en la que K es la «viscosidad de conjunto». La viscosidad de conjunto es cero para los gases mono¬ 
atómicos a baja densidad y probablemente no es demasiado importante para los gases densos 
y los h'quidos. Formulas para estimar el valor de k se pueden encontrar en J. 0. Hirschfelder, 
C. F. CuRTiSS y R- B. Bird, The molecular Theory of gases and Liquids, Wiley. Nueva York (1954). 
p. 503 (gases poliatómicos diluidos) p. 647 (gases densos), las medidas experimentales han sido 
tratadas por s. m. Karim y l. Rosenhead, Revs. Mod. Phys.,24, 108-116 (1952). 

2 H. Lamb, Hydrodynamics, Dover, Nueva York (1945), Sexta edición, pp. 571-575; véase tam¬ 
bién E. U. Condon, Handbook of Physics, E. U. Condon y H. Gdishaw (Edts.), McGraw-Hill, 
Nueva York (1958), pp. 3-10 a 3-13. 
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dientes para y y z, se obtienen las ecuaciones generales de movimiento para un fluido 
newtoniano que presenta variación de la densidad y la viscosidad: 


.Dv x _ 

p —=-=- 
Dt 

_ dp 

dx 

+ íx 

dx 

• 

V) 






d 

+ dy 

' ídv_ x 

:\dy dx). 

+ 

-1 
dz i 

(dv z 

dz). 

+ Pg* 

(3.2-17) 

DVy 

p m = 

_ d JL 

dy 

+ íx 

ÍdVy 

Lri3¡ + 

dy) 

'] 

+ f 

dy 

L 2 " 

dv y 

dy 

IMV • p )] 




'■te 1 

i _ i 

A- Pgy 





(3.2-18) 

Dv, 

9 Dt ~ 

_ Í£ 

dz 


/&, , 

dv x ) 

dz) 

r 

+ f 

dy 

W 

| + 

1 )] 



+ í 

2 

dz 

• v) 

J 

+ pg. 




(3.2-19) 


Estas ecuaciones, juntamente con la ecuación de continuidad, la ecuación de 
estado p = p(p), la variación de la viscosidad con la densidad ft = ¡i(p) y las con¬ 
diciones iniciales y límite, determinan completamente la ‘presión, densidad y los 
componentes de la velocidad, para el flujo isotérmico de un fluido. 

Rara vez se utilizan estas ecuaciones en su forma completa para el planteamiento 
de problemas de flujo, sino que generalmente resulta más conveniente emplear for¬ 
mas restringidas de las mismas. 

(i) Para q constante y ft constante, las Ecs. 3.2—17,18 y 19, Queden simplificarse 
mediante la ecuación de continuidad [(Y • v) =0] para obtener ^: 

p^ = —Vp + pSJ 2 v + pg (3.2-20) 

Los componentes cartesianos de esta ecuación vienen dados por las Ecs. (/)), (E) 
y (F) de la Tabla 3,4—2. La Ec. 3.2-20 es la conocida ecuación de Navier-Slokes , 
obtenida inicialmente por Navier en Francia, en 1822, mediante consideraciones 
moleculares’. 

(ii) Para [V • t] = 0, la Ec. 3.2-10 se reduce a 

+ (3.2-21) 

3 El operador y* = d’/dx* + d’/dj/* + 3*/3z' se denomina laplaclana (para más detalles 
véase § A.3). 

4 Para un tratamiento Interesante sobre la historia de esta y otras famosas relaciones de me¬ 
cánica de fluidos, véase H. Rousf. y S. Ince, Hisrory of Hydraulics, lowa Instltute of Hydraulics, 
lowa City (1959). 
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La Ec, 3.2-21 es la famosa ecuación de Euler , 5 deducida por primera vez 
en 1775, y que ha sido muy utilizada para describir sistemas de flujo en los que los 
efectos viscosos son relativamente poco importantes. 

§ 3.3 LA ECUACIÓN DE ENERGÍA MECÁNICA 

En esta sección vamos a demostrar cómo se puede utilizar la ecuación de movi¬ 
miento para obtener una descripción de las interconversiones de energía mecánica 
que tienen lugar en un fluido en movimiento. Se comienza por formar el producto 
escalar de la velocidad v con la ecuación de movimiento correspondiente a la 

Ec. 3.2— 10: 


p (ift = -(» 1 Vp) - (e . [V • t]) p(v . g) (3.3-1) 

Esta ecuación escalar describe la velocidad de variación de la energía cinética por 
unidad de masa i}v 2 ) para un elemento de fluido que se mueve con la corriente. 

Para el tratamiento que se hace a continuación, resulta más conveniente escribir 
esta ecuación en función de d/dt, utilizando la ecuación de continuidad; separaremos 
también en dos términos cada una de las contribuciones viscosa y de presión. Los 
términos de la ecuación que resulta pueden interpretarse en función de un elemento 
estacionario de volumen a través del que circula el fluido. 



-(V • J/Bü*r) 


velocidad de in¬ 
cremento de ener¬ 
gía cinética por 
unidad de volu¬ 
men 

velocidad neta de en¬ 
trada de energía ciné¬ 
tica debida a| flujo 

global 

- (V . pv ) 

-p(-V-r) 


velocidad de trebejo 
producido por U pre- 
sión de los Irededo* 

res sobre el elemento 
de volumen 

velocidad do con* 
versión reversible 

en energía interne 


- (V - [t .»]) 

— (— t : Vo) 


velocided de trabajo 
producido por les 
fuerzas viscosas que 

actúan sobre el ele¬ 
mento de volumen 

velocidad de con- 
versión irreversi¬ 
ble en energía in- 

terne 


+ p(v ■ g) 



velocidad de trebejo 
producido por la fuer¬ 
za de pravedad que 
actúa sobre el elemen¬ 
to de volumen 



5 Pronúnciese «Oiler». 
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En este momento no se ve con claridad la razón de haber atribuido el mencio¬ 
nado significado físico a los términos^(V ■ v) y (t : V»);dicho significado no puede 
apreciarse de una forma adecuada mientras no se estudie el balance de energia del 
Capítulo 10, en el que puede observarse que estos dos mismos términos, cambiados 
de signo, entran a formar parte de la ecuación correspondiente a la energia interna. 

Es preciso hacer notar que para fluidos newtonianos(— t ■' Vt»)es siempre positi¬ 
vo, ya que puede expresarse como una sum ¿ de términos elevada al cuadrado: 

(-T : V.) = , - ^[(fa + §s) - ¡(V • r)J 0 ] ! (3.3-3) 

en la que i y j afectan a los valores de x, y, z, siendo á„- = 1 para i - j, y b¡j = 0 
para j. (En la Tabla 3.4-8 se expresa para diversos sistemas coordenados). 
Esto indica que en todos los sistemas de flujo existe una degradación de energía 
mecánica a energía calorífica, y que, por lo tanto, los procesos reales no son rever¬ 
sibles. En ausencia del término (t : V») todas las formas de energía comprendidas 
en la Ec. 3.3-2 (cinética, interna y potencial) serían completamente converti¬ 
bles entre sí. 

Debido a los términos />(V • v) y(x : V»),el fluido puede calentarse (o enfriarse) 
internamente. Por lo tanto, cuando se habla de un «sistema isotérmico», en realidad 
nos referimos a un sistema en el que el calor generado (o absorbido) no da lugar 
a una variación apreciable de temperatura. La variación de temperatura debido al 
término/?(V . »)es considerable en el caso de gases que sufren una expansión o com¬ 
presión brusca, como en compresores, turbinas, etc. La variación de temperatura 
que se produce a causa del término(t : Ve)sólo puede apreciarse en sistemas con 
elevada velocidad de flujo, en los que los gradientes de velocidad son grandes, como 
ocurre en el vuelo a alta velocidad, extrusión rápida y lubrificación. En § 9.4 se 
presenta una ilustración sobre este tipo de calentamiento. 

La Ec. 3.3-2 se utiliza en el Capítulo 7 como punto de partida para la deducción 
del balance de energía mecánica o ecuación de Bernoulli. 

§ 3.4 LAS ECUACIONES DE VARIACIÓN EN COORDENADAS’ 

CURVILÍNEAS 

Como puede observarse, todas las anteriores deducciones se han efectuado para 
mayor sencillez, en coordenadas rectangulares. Sin embargo, no siempre las coor¬ 
denadas rectangulares son las más convenientes para la resolución de problemas, 
sino que ya en el Capítulo 2 hemos visto que a veces resultan más adecuadas las 
coordenadas curvilíneas. Por ejemplo, se ha visto que en el problema de Hagen- 
Poiseuille la velocidad axial v, es una función exclusiva de la única variable r, cuando 
se utilizan coordenadas cilindricas. Si se hubiesen utilizado en cambio coordenadas 
rectangulares, v, sería una función de las dos variables x e y. Análogamente', el 
planteamiento de la condición límite para la pared del tubo sería más difícil. El uso 
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de coordenadas esféricas en el análisis del flujo alrededor de una esfera, permite 
describir la velocidad en función de los dos componentes y r y Vg en vez de v x , v y y v„ 
dando lugar también a una simplificación de las condiciones límite. Análogas ven¬ 
tajas pueden obtenerse para las coordenadas curvilíneas en el planteamiento de pro¬ 
blemas de flujo, debido a la simplificación de las ecuaciones de variación. 

TABLA 3.4- 1 

LA ECUACIÓN DE CONTINUIDAD EN DISTINTOS SISTEMAS COORDENADOS 


Coordenadas rectangulares (x, y, z)\ 

■J 3p 3 3 3 

Coordenadas cilindricas (r, 0, z): 

3 P 1 3 I 9 a 

Tt + rJr (prVr) + 7 00 ^ + “ ° 

Coordenadas esféricas (r, 0, ^): 


3p 10 . 10 

_ + + ___ ( pt)9 s en0) + 


I 


r sen0 ty 




(A) 


iB ) 


(O 


Las ecuaciones de continuidad y movimiento, tal. como se han obtenido en 
§ § 3.1 y 3.2, están, expresadas en función de las coordenadas x, y, z, los componentes 
de la velocidad V t , v y , V, y los componentes del esfuerzo cortante, x xx , X xy , etc. Para 
expresar estas ecuaciones en coordenadas esféricas es preciso conocer: (a) las rela¬ 
ciones entre x, y, z y r, 0, $ (véase Fig. A. 6—1); (¿>) las relaciones entre v x , v y , v x y 
los correspondientes componentes v f , v a , v$\ y (c) las relaciones entre x xx , X xy , etc., x r g 
x^ , etc. (En § A.6 se resumen las relaciones entre los componentes vectoriales y tcn- 
sorialés). El paso de coordenadas rectangulares a esféricas puede obtenerse mediante 
un procedimiento directo, pero resulta muy engorroso. No es preciso que el lector 
siga los detalles de este proceso, ya que en las Tablas 3.4—1, 2, 3 y 4 (y en otras 
partes del libro) se tabulan importantes ecuaciones expresadas en coordenadas 
rectangulares, cilindricas y esféricas. 

A este respecto es conveniente advertir al principiante que, así como la ecuación 
de continuidad puede obtenerse fácilmente en coordenadas curvilíneas mediante 
un balance aplicado a una envoltura, no ocurre lo mismo con la ecuación de mo¬ 
vimiento. En general, este método es muy difícil de aplicar a sistemas con líneas 
de corriente curvas, y no es recomendable en tales casos. En vez de esto, se parti¬ 
rá siempre de las ecuaciones generales que se indican en § 3.5. 
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TABLA 3.4-2 

LA ECUACIÓN DE MOVIMIENTO EN COORDENADAS RECTANG ULARES (x,y,z) 


En función de i; 


(3v x 3v z 3v z 3v z \ 3p 

componente x + V z — + v,— + v,—J = - - 

( 3Vy dVy dVy 3Vy\ 3p 

17 '"‘te"’'-* ~'S¡ 

/ 3v z 3v z 3v, 3o,\ 3p 

componente z p _ + v z — +Vy—+ v z — \ = - — 

\ 3t 3x * 3y 3z J 3z 

<c) 

En función de los gradientes de velocidad para un fluidonewtoniano de pyp constantes: 

/ 3o x 3v z 3v x 3v z \ 3p 
componente x rfl— + v x — + b„ — + v,— = - — 


/ 3o x 3v x 3v x 3v x \ 3p 

p j\Tt + v *~3i + V 'T¡ + ) = ~ te 

I / 32., - 


dx 


3*e* 

3V 

3y» + 

32 a ^ 

= 




** x 

a 2 »). 

V + 

3z 2 

a <p 

& 


3®u 

a 2 ^. 


¿2 2 
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TABLA 3.4-3 

LA ECUACIÓN DE MOVIMIENTO EN COORDENADAS CILINDRICAS (r, 0, z ) 
En función de t; 

/ dv r dv r v„ didv r v¡? dv r \ dp 

componente r “ pl — + v r -— +-— - -2- + v,r^\ » - -f 
\dt "dr r dO r * dz / dr ( 

/I 3 1 3r r8 t m 3r r ,\ 

- + 7ló - "T + + W) 

. /at> 8 dv 9 v„dv e VrV e dv e \ 1 dp 

componente 0 4 p — + t> r — + --^jr + — + t>,— = - - ■£ 

\dt dr r de r dz J r dd 

Z 1 d . a v , 1 aT »e , dT o*\ , (B'i 

- [7t7r {r T *> + w + irj +'«'<’ (5) 

componente z pl— +i> r --— + -r 1 — + i>. — I — —l 

^ \ di r 0r ^ de ' dz) dz 

9 ( V J. 1 5t »* j. 3t **\ j. 

“ ( 7 17 (r ° + 7"afl- + “arj + (C) 

En función de los gradientes d; velocidad para un fluido newtoniano de p y /<constantes: 

componente r a p (ftl + v £ll + V J. 9 Il _ ÜlíL + „ fíír\ _ _ ?£ 
p \dt r dr r dO r * dz) dr 

r a /i a \ i a*» r 2 a^ avi 

w -t4<*> 

fl4 /fy , fyi , t'e d v» L VrV e dv 0 \ 1 dp 

* "(-í+'-ir + 7 » + -t + "-tJ ■ -;» 

r a /i a . \ i a*p 9 2 *,, avi 

+ '“La^-\7 dr (rv ^j + r*jde* + r* d6 + dz* \ + pge 

/ dv, dv, v a dv, dvÁ dp 

comente 1 p(- + ^ ++ - - £ 

/ ' ‘ ri 9 I to.\ 1 d*v, d*v,l 

+ / { 7 i 7 ( r ir) + 73 ^ + -^J + :^ « 


• El término ptty’/res la fuerza ffflfr(fi(£fl.Corresponde a la fuerza efectiva en la dirección r 
que resulta del movimiento del fluido en la dirección 0. Este término aparece automáticamente 
en la transformación de coordenadas rectangulares a cilindricas. En los ejemplos 3.5 — 1 y 3.5 -2 
se estudian dos problemas en los que interviene este término. 

4 El término pe^j/res la fuerza de Coriolis. E$iyna fuerza efectiva en la dirección $ cuando 
existe flujo en ambas direcciones i y 6. Este término aparece también automáticamente en I a trans¬ 
formación coordenada. La fuerza de Coriolis interviene en el problema del flujo en las inmedia¬ 
ciones de un disco que gira. (Véase, por ejemplo. H. Schuchting, Bounaúry-Layer Theory, Me 
Graw-Hill, Nueva York (1955), Capítulo 5. $ 10.) 
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TABLA 3.4-4 

LA ECUACIÓN DE MOVIMIENTO EN COORDENADAS ESFÉRICAS (r, 0, 4) 


En función de t: 

(3v r Sv T v 0 3v r v i Bv r c 0 * + vf\ 

componerle r + v ' T + 71 tí + T^Ktíl* r ) 

Bp ¡\ B . 13 

= - f - (r-í (r * ssó m (rrt *" 9 

1 '«■ * T “\ + .. 

rsentí d<t> r / r 

13v 0 Bv g v 0 3v 0 ~3v e v r V 0 COt 6\ 

componente tí ^_ + „ r — + - _ + + — r ) 

1 Bp /I 3 . 1 3 1 

“ ~ T’"^ ” 0r^ Tr8 ^ + r sentí 30 ^ Tflflien ^ + rscn0 

r r0 COt 0 \ 

+ - -— T * j + flffl 

, /3c,* 3t>, v. 3v¿ Vi 3Vi v¿v T \ 

* p(i7 + *7* + 7I0 + Tseñél^ +— + — cote) 

_i_ÍP_ /íi (r a T ,) + Í!!í* + _!_^ 

r sen 6 «ty \r 2 0r r 36 r sen 0 3<f> 

T-i 2 cot 0 \ 

+ T + -p - T <#] + 


^ + 7¿o To (T °° sen 0) + 7¿To T?. 
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TABLA 3.4—4 (continuación) 

En función de los gradientes de velocidad para un fluido newtoniano de p y p constantes": 

l *o r *o r »o *0 T dv r v, 2 + v^\ 

componente r p \ dt + V ' dr + r dU + rscn» d¿ r ) 

dp t 2 2 dv 0 2 

“ - Tr + "7* V '~?W ~? v » cot0 

2 . 
r 2 sen0 d<f>J P ° T 


¡too, *0o , o 0 3o 0 v 4 dv a v r v„ vf cbt <A 

componente 0 p I —-h o r — --— H- j, — +---I 

y \dt dr { r 30 rsenO r r } 


( 


1 d P \ 2 

= -- r td +lx ^•+3-5¡r- 


r 2 *0 r 2 sen 2 1 


4 cSÍ o i j 

2 eos 0 3 d A 

, r 2 sen 2 0 3<j> J 


, / dv 4 dv¿ v 0 dv, v á Sví v¿v r VqVj _ \ „ 

componente <f> p \—z + v r ~ + —- - * + * - ff +-C |>t 6 

r r \dt r dr r d0 rsenO/ty r r j 

= - -I d -P + p \ — 2 dáf. 


r senfl ty 


r 2 sen* 0 r 2 sen 0 d<j> 


2 COS 0 SvÁ 
r 2 sen* 0 0*7 + Pg * 


(D) 


(E) 


(F). 


a En estas ecuaciones : 


i a / a\ i a / a\ i / a*\ 

V = ?Jr[ r Tr) + r 2 sen 0 30 y n ^ ~dó) + r*sen 2 0\T£ 2 ) 
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TABLA 3.4-5 

COMPONENTES DEL TENSOR ESFUERZO EN COORDENADAS RECTANGU¬ 
LARES (A, y, z) 


/ 


T « = f (v ' p) ] 



(V-r) 


3e » K 

dx dy + 3z 


00 

(iO 

(O 

(D) 


(£) 


(O 

(O 
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TABLA 3.4-6 


COMPONENTES DEL TENSOR ESFUERZO EN COORDENADAS CILINDRICAS 

(r, 0 , r) 
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TABLA 3.4-7 

COMPONENTES DEL TENSOR ESFUERZO EN COORDENADAS ESFÉRICAS 

(r. 0. ó) 


T aa = + 7 ) _|(V ‘ r) ] 

r 3 ( Vf \ 1 9ü r l 

Tro = T 0r - -py- 3r ^ r J + ~ r se] 

psenfi 3 ( v * \ , * dp»1 

T s* ™ r 4¿ — r ^"rsenO 9>t> j 

r 1 3v r 3 /üA] 

T * r “ Tr * “ -/í [rsenfl 3¿ + * 3r^ r j J 


• P) “ ? Jr (rV) + r¿6 4 (t,flSen0) + ^ 
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TABLA 3.4 -8 

LA FUNCIÓN -( T :Vc)=/<<[>, PARA, FLUIDOS NEWTONIANOS* 


Rectangular 


Cilindrica 


Esférica 


2 [!-? + dV V 4. !lf1 2 

“ 3 |_a* + 3 y + dz[ 

♦ ís+st 

-5 ' 

/ 1 dv+ t V, _ Vg COt 9 4*1 

\rsen0 T r T r /J 

fsenfl 3 / v¿ \ 1 dvgl* 

|_ r dd\$end) rsen0 d<f>j 

+ r_i_^ + r i./ív\T 

|/sen0 3* ^WJ 


W) 


( B ) 


2M a „ i a i a».i * _ 

- 3 [? + risa 9 <" “ ® ,+ PST51#1 (C) 


4 Estas expresiones se obtienen introduciendo los’ componentes de x de las Tablas 
3.4 — 5, 6 , 7 en la expresión de (t : V p) que se indica en el Apéndice A. (Véanse Tablas A.7 — 1, 

2 Y 3.) 
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§ 3.5 UTILIZACIÓN DE LAS ECUACIONES DE VARIACIÓN PARA EL 
PLANTEAMIENTO DE PROBLEMAS DE FLUJO ESTACIONARIO 

Para plantear problemas de flujo, siendo la densidad y la viscosidad constantes, 
se necesita : 


ecuación de continuidad. Tabla 3.4-1 

(con p constante) 

ecuación de movimiento. Tablas 3.4—2, 3 ó 4 

(Ecs. ‘D, E, F) ; 

y las condiciones iniciales y límite. A partir de estas dos ecuaciones se obtienen las 
distribuciones de presión y velocidad. 

Para plantear problemas de flujo isotérmico, cuando la densidad y la viscosidad 
son variables, se precisa: 

ecuación de continuidad. Tabla 3.4-1 

ecuación de movimiento. Tabla 3.4-2, 3 ó 4 

(Ecs. A, B, C, con ex¬ 
presiones para los 
componentes ‘de Z en 
las Tablas 3.4-5, 

6 ó 7) 


ecuación de estado.. 1 . ¡ . , . . . P=pip) 

ecuación para la viscosidad . . . P ■ t*(p) 


juntamente con las condiciones iniciales y limite. A partir de estas cuatro relaciones 
se obtienen las distribuciones de velocidad, presión, densidad y viscosidad para un 
determinado sistema de flujo. 

En esta sección se estudia la forma de plantear problemas de flujo viscoso me- 
diante& simplificación de las anteriores ecuaciones, descartando aquellos términos 
de las ecuaciones generales de valor cero (o muy próximos a cero) para el caso 
que se considera. Para determinar qué términos han de descartarse nos valemos 
de nuestra percepción intuitiva acerca del comportamiento del sistema: tipo de 
flujo, distribución de presión, etc. Una ventaja de este procedimiento consiste en 
que, una vez terminado este «proceso de descartamiento», se tiene automática¬ 
mente una relación completa de las suposiciones que se han efectuado. Vamos a 
exponer en primer lugar este método, tomando dos problemas del Capítulo 2, para 
ilustrar después su utilidad mediante la resolución de algunos ejemplos algo mas 
complicados. 

Para el flujo axial de un fluido incompresible en un tuba circular se ha obtenido 
en § 2.3 la distribución de velocidad, mediante la aplicación de un balance de can¬ 
tidad de movimiento. Vamos a ver ahora cómo se puede llegar al mismo resultado 
simplificando las ecuaciones de variación. Las coordenadas cilindricas son evidente- 
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mente las. más apropiadas para este problema. Consideremos de nuevo un tubo 
largo, siendo v 0 y v, iguales a cero. IDgjydo a la simetría cilindrica, el componente y 
de la velocidad no será función de íTDc acuerdo con esto, el componente z de la 
ecuación de movimiento para p y fi constantes (véase Tabla 3.4-3) será 



( 3 . 5 - 1 ) 


Esta ecuación puede simplificarse haciendo aplicación de la ecuación de continui¬ 
dad, que en este caso se reduce a 


do, 

dz 


b 


( 3 . 5 - 2 ) 


Resulta evidente qué también d 2 v,/Sz 2 es cero, con lo que la Ec. 3.5—1 se trans¬ 
forma en: 


dz r rdr ' dr ' 


(3.5-3) 


Integrando dos veces con respecto a r,y utilizando las condiciones límite v¡ — 0 
para r = R y v, = finito para r - 0, 


f. 


( r y 

AfiL L \R/ . 


(3.5-4) 


que es la misma ecuación que la 3.^-16. 

Para la película descendente de viscosidad variable , que se ha ‘estudiado en el 
ejemplo 2.2-2, se encuentra, a partir de la Ec. C de la Tabla 3.4-2, que para 
el estado estacionario (despreciando los efectos finales), 


Al introducir la expresión de t (Ec. F de la Tabla 3.4-5) se llega a 


(3.5-5) 


0=+ £{ f ‘ d f) +i,smf a5 - 6> 

Insertando la ’ Ec. 2.2-22 se obtiene 

0=/Á ° £( e ' a(I/a> "te) + PZ cos ? (3.5- 7 ) 

Esta ecuación puede integrarse con las condiciones límites de que v, — 0 para x = <5 
y dvjdz = 0 para x = 0, con lo que se obtiene el resultado de la Ec. 2.2-24. 
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Mediante la aplicación de estos métodos pueden resolverse muchos otros pro¬ 
blemas. A continuación se exponen algunos ejemplos adicionales para el estado 
estacionario, y en el Capitulo 4 se resuelven unos cuantos problemas correspon¬ 
dientes al estado no estacionario. En la bibliografíal pueden encontrarse muchas 
más soluciones analíticas. 

Ejemplo 3.5-1. Flujo tangencial de un fluido newtoniano en tubos concéntricos 

Determinar las distribuciones de velocidad y de esfuerzo cortante, para el flujo laminar 
tangencial de un fluido incompresible en el espacio comprendido entre dos Cilindros 
verticales coaxiales, cuando el cilindro exterior gira con una velocidad angular (Véase 
Fig. 3.5 — l.)Los efectos finales pueden despreciarse. 



Fig. 3.5-1. Flujo laminar de un fluido incompresible en el espacio comprendido entre dos 
Cilindros coaxiales, el exterior de los cuales gira con una velocidad angular Í5„. 

Solución. En el flujo laminar en estado estacionario, el fluido sigue un movimiento 
circular, y los componentes V r y V, de la velocidad son cero. No existe gradiente de pre¬ 
sión en la dirección 0, Estas afirmaciones se basan en principios físicos. Para este sistema, 
todos los términos de la ecuación de continuidad, expresados en coordenadas cilindricas 
(Ec. B de la Tabla 3.4 — 1), son cero, y las ecuaciones de movimiento (Ecs. D, E, F de la 
Tabla 3.4-3) se reducen a 

1 h. SCHUCHTiNG, Boundary Layer Theory, McGraw-Hill Nueva York (1955), capitulo 4. 
H. LAMB, Hydrodynamics, Dover, Nueva York (1945). 
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componente' r 



(3.5-8) 


componente 6 


componente z 


í^rí (rV ¿) 


. 9p 


(3.5-9) 


(3.5-10) 


La Ec. 3.5-9 puede integrarse con respecto a r utilizando las siguientes condiciones 
límite: ve = 0 para r = kR, y Vg = Í2 0 R para r = R. El resultado que se obtiene es 


v 9 - íl 0 /í 


K) 


(3.5-11) 


Con ayuda de la Tabla 3.4-6 podemos obtener ahora la distribución del esfuerzo 
cortante 


v+ \- 


i 1 r «*/ 

T K) 






(3.5-12) 


También puede calcularse fácilmente el par f necesario para hacer girar el eje exterior, 
como producto de la fuerza por. el brazo de palanca: 


. 3" •= 2nRL • ( “ T r®)|r—Ü ‘ R 

= ( 3 - 5 - 13 > 

El sistema que estamos considerando es un modelo bastante aceptable para ciertos 
tipos de cojinetes de fricción. Dichos sistemas se utilizan tambiin con frecuencia para 
determinar la viscosidad de fluidos midiendo el par y la velocidad angular. Los aparatos 
de este tipo se denominan viscóslmetros de Couette-Hat SChek. 

Una vez que se ha obtenido la distribución de velocidad, puede calcularse la distribu¬ 
ción de presión radial mediante la Ec. 3.5—8. Para un tratamiento sobre la integración 
de esta ecuación remitimos al lector a la bibliografía 2 . 

El flujo laminar en este sistema es muy estable debido a las fuerzas centrífugas. Una 
partícula procedente de una capa externa encuentra resistencia a moverse hacia el in- 


2 R. B. Bird, C. F. CuRTiss. y W. E. Stewart, Chem, Sci., 11, 114417 (1959). 
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terior, debido a que la fuerza centrífuga que actúa sobre ella es mayor que sobre las par¬ 
tículas que están mas próximas al eje de rotación. Por otra parte, también el movimiento 
hacia el exterior está dificultado, debido a la mayor fuerza centrífuga de las partículas 
que tendrían que ser reemplazadas. De esto resulta que la transición a flujo turbulento 
tiene lugar para un número de Reynolds mucho más alto que en el sistema análogo con 
giro del cilindro interior, en el que la fuerza centrifuga tiende a-introducir inestabilidad, 
Estos dos sistemas se han estudiado experimeiualmente 3 4 , y se ha encontrado que los 
números de Reynolds correspondientes a la transición dependen grandemente de la rela¬ 
ción existente entre el espesor del espacio anultr y el radio del cilindro externo, (1 — *). 
Si el cilindro que gira es el exterior, el número de Reynolds correspondiente a la transición, 
definido por (Q„R 2 pln), r . n . . alcanza un mínimo ,del orden de 50 000 cuando (1 - «) vale 
aproximadamente 0,05, como se aprecia en la Fig. 3.5-2. Cuando, el cilindro interior 
gira con una velocidad angular ü i (y el exterior esta inmóvil), el número de Reynolds de 
transición puede expresarse aproximadamente mediante la expresión 


0V*VHran. - 4U / (1 ~ (3.5-14) 



Fig. 3.5—2. Numero de Reynolds crítico para el flujo tangencial en un espacio, anular; gira 
el cilindro exterior y el interior es estacionario. [R. Schlichting, Boundary Layer Theory, McGraw- 
Hill, Nueva York (1955), p. 357]. 

Las distribuciones de velocidad angular en estos dos sistemas son muy semejantes para 
el intervalo laminar estable’. 


3 Estos dos sistemas son tratados brevemente por H. Schlichting, op. cit. pp. 355-357 y 359- 
360. Este mismo autor há investigado los sistemas en los que gira el cilindro externo, en Nach. 
Ges. Wiss., Gottingen, Math. Physik. Kl., 160 (1932). Los sistemas en los que rota el cilindro inte¬ 
rior han sido estudiados a fondo por G. I. TaVLOR.’ Phil. Trans., A223,289 (1923); Proc.Roy. 
Soc. (London), A151, 494 (1935); ibid., A157, 546 y 565 (1936). 

4 H. Schlichting, op. cit., p. 64. 
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Ejemplo 3.5-2. Forma de la superficie de un liquido que gira 

Un fluido de densidad y viscosidad constantes está contenido en un recipiente cilindri¬ 
co de radio R, tal como se indica en la Fig. 3.5 -3. El recipiente rota alrededor de su eje 
con una velocidad angular O. El eje del cilindro es vertical, de forma que g, = g 9 = 0 y 
g t = — g. Hallar la forma de la superficie libre, una vez alcanzado el estado estacionario. 

Solución. Este sistema se describe mas fácilmente en coordenadas cilindricas, y por 
lo tanto vamos a utilizar las ecuaciones de variación en este sistema coordenado que se 
dan en la Tabla 3.4-3. Sabemos que en el estado estacionario v ¡ = v, = 0, y que es 
una función exclusiva de r. Sabemos, también, que la presión depender8 de r, a causa 
de la fuerza centrífuga, y de z, debido a la fuerza gravitacional. 

Al igual que en el ejemplo 3.5 — 1, no hay contribución de la ecuación de continuidad, 
y la ecuación de movimiento se reduce a : 


componente r 

v e 2 d P 
p -‘Tr 

(3.545) 


a ñ d \ 


componente 0 


(3.5-16) 

componente z 

dp 

0 = -U-tf 

(3.547) 



Fig. 3.5-3. Superficie libre de un líquido que gira, cuya forma es la de un paraboloide de revo¬ 
lución. 
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La ecuación 0 puede integrarse de forma inmediata para obtener 

v o = 1 2 C * r + T (3-5-18) 

en la que Cj y C 2 son constantes de integración. Como no puede ser infinito para’ r = 0, 
la constante C 2 ha de ser cero. Sabemos además que para r = R la velocidad v 6 es R Q. 
De acuerdo con esto puede evaluarse Cj y llegar a 

v e m Qr (3.5-19) 

lo que establece que cada elemento del fluido que gira se mueve de igual forma que los 
elementos de un cuerpo rígido. Este resultado puede substituirse en el componente r de 
la ecuación de movimiento. 

De esta forma se obtienen dos expresiones para los gradientes de presión: 


= pQ 2 r 

(3.5-20) 

= ~Pg 

(3.5-21) 


dp 

dr 

dp 
dz 

Como p es una función analítica de la posición, puede escribirse 

dpdp 

d P = Tr dr+ -£ dz ( 3 - 5 - 22 * 

Substituyendo las Ecs. 3.5—20 y 21 en esta expresión de la diferencial total de la presión 
e integrando, se llega a 

p = -pgz + IpDV 2 + C (3.5-23) 


siendo C una constante de integración, que puede determinarse teniendo en cuenta que 

p = p 0 para r = 0 y z = z 0 , de forma que r 


De aquí que 


Po = ~Pg z o + c 
p - Po = ~PgÓ - «o) + ~2~ 


(3.5-24) 

(3.5-25) 


La superficie libre es el lugar geométrico de los puntos en los que P = p 0 > y por lo tanto 
su ecuación es 


0 = -Pg(z - z 0 ) + 


píl 2 r 2 

2 


(3.5-26) 


o 


2 — Z 0 = 



(3.5-27) 
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que es la ecuación de una parábola. El lector puede comprobar igualmente que la super¬ 
ficie libre de un líquido contenido en un recipiente anular que gira, presenta una ecuación 
análoga. 

Ejemplo 3.5-3. Relaciones del par y distribución de velocidad en el vlscosímetro de plato 

y cono 8 

El viscosfmetro de plato y cono, que se representa esquemáticamente en la Fig. 3.5-4, 
consta esencialmente de una lámina plana estacionaria, sobre la que se coloca el líquido 
o pasta a ensayar, y un cono invertido, que se introduce en la substancia problema hasta 
que la punta toca a la lámina. El cono se hace girar a una velocidad angular conocida 
f?, y la viscosidad del fluido se determina midiendo el par que se necesita para hacer 
girar el cono. En la práctica, el ángulo B 0 , comprendido entre las superficies cónica y 
plana, es muy pequeño, del orden de medio grado. Este tipo de áparato presenta algunas 
ventajas importantes, especialmente en el caso de fluidos nó-newtonianos: 

a. Solamente es importante el componente del esfuerzo r^. 

b. El valor de res muy aproximadamente constante en todo el fluido. 

c. Los efectos finales pueden eliminarse casi totalmente. 



Analizar el sistema de la siguiente forma: (i) demostrar que solamente es importante 
t®*; (ii) determinar en función de r y 6] (iii) utilizar los resultados de (i) e (ii) con el fin 


5 En relación con este problema, los autores desean agradecer las discusiones mantenidas con 
el Profesor A. G. Fredrickson (Universidad de Minnesota) y el Profesor j. C. Slattery (Univer¬ 
sidad de Northwestern). 
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de determinar v+ (r, 6)para el flujo estacionario de un fluido newtoniano conpy ./¿cons¬ 
tantes (esta expresión deberá contener el par ,f); (iv) obtener otra expresión para (r, 6) 
que contenga la velocidad angular en vez del par. 

Solución, a. Si se supone que el flujo es completamente tangencial, resulta que v+ es 
una función de r y 0, y que v, = v$= 0. En la Tabla 3.4-7 puede verse que los únicos 
componentes posibles de x que no desaparecen son r r + y tj¿. Por lo tanto, los tres compo¬ 
nentes de la ecuación de movimiento (véanse Ecs. A, B, y C, de la Tabla 3.4-4) sotí 

i¿- dp 

componente r = ~ ~fr ( 3 . 5 - 28 íí ) 


componente 6 


-p COt 0 — = 


1 dp 

r 30 


(3.5-28 b) 


componente <f> 0 = — + - -yy + -y + 2 COt 0 -yj (3.5-28c) 


Se supone «flujo reptante», es decir, se admite que el flujo es suficientemente lento, de 
forma que los términos que contienen v 2 * pueden tomarse iguales a cero. Con esto nos que¬ 
da solamente el componente <j> de la ecuación de movimiento. 

Postularnos® ahora que la distribución de velocidad ha de ser de la’ forma 1)4 (r, 0) 
= r/(0). Ensayamos esta forma funcional debido a que satisface las condiciones límite, 
tanto para 0= 0 X como para 0 = n¡2. Como de acuerdo con esta hipótesis la velocidad 
angular V+ Ir es independiente de r, a partir de la Ec. Ede la Tabla 3.4-7 se encuentra que 
T >4 -- °- 

b. Al tomar igual a cero, se llega a la siguiente ecuación diferencial, para 


dr H 

d e 

Integrando esta ecuación se obtiene 


2t^ COt0 


(3.5-29) 


c \ 

T °* = sen 2 0 


(3.5-30) 


en.la que C t es una constante de integración, que puede, evaluarse a partir de la condi¬ 
ción límite de que par¡a 0 = 71 12 el par 5" transmitido por el fluido a la lámina es conoci¬ 
do. El par se evalúa multiplicando r 0 ^| e= „y 2 P or e l área diferencial r dr d<f> y por el brazo 
de palanca r, e integrando este producto sobre la superficie de lámina completamente 
mojada de radió/?: 


ñ R 


r 2 dr d<f> 



(3.5-31) 


6 Para Otro punto de vista, véase el probkma 3.T. 
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Combinando las Ecs. 3.5-30 y 31 se obtiene 


T °* ~ 2ir/í 3 sen 2 0 (3.5-32) 

Si Qq es pequeño, sen 2 fl se hace muy próximo a la unidad, y r^ será prácticamente inde¬ 
pendiente de la posición. ,. 

‘c. A partir de la Ec. E de la Tabla 3.4-7 se obtiene la relación entre y el gradiente 
de v+jr. introduciendo esta expresión en la Ec. 3.5-32 se obtiene la siguiente ecuación 
diferencial ordinaria para la velocidad angular local v¿/r: 

d I vjr\ 3? 

-,i sen 0 - (-iL ) _ — - (3.5-33) 

' dO \sen 0) 2nRhen 2 0 ’ 

Separando variables e integrando, se obtiene la distribución de velocidad angular: 


V 1 

r 


3 r 

‘ 47 T&fl 


- , / 1 + eos 0\ 

cot 0 + J | ln -—-- i sen 0 

\ 1 — eos 0/ 


+ 


(3.5-34) 


La constante de integración, es cero, puesto que Vj = 0 para 0 sa 2. 

d. Podemos escribir ahora la Ec. 3.5-34 para el caso especial de que 0=0, = ji/2 — 0 O 
y v+ = Qr sen 0,. 


Osen 0, 



1 + eos 0, 
1 — eos 0, 



(3.5-35) 


(Obsérvese que esta expresión permite determinar ¡i a partir de medidas de f y Q.) 

Dividiendo la Ec. 3.5 -34 por la Ec. 3.5—35 se elimina f t con lo que se obtiene 
en función de Í2: 


Í2sen0, 


cot 0 + 


l( x 1 + eos 0 1 
2 \ n I — eos 6 ; 


sen0 


cot 0i + 


ÍLL+iüS) 

Z\ 1 -cose,/ 


sen 0 , 


1 


(3.5-36) 


Para valores de 0 y 0, prácticamente iguales a n/2, esta expresión puede substituirse muy 
aproximadamente por 



eos 0 
eos 0, 



(3.5-37) 


La Ec. 3.5-36 puede deducirse también por otro método descrito en el problema 3.T. 
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§ 3.6 LAS ECUACIONES DE VARIACIÓN PARA FLUJO NO-NEWTONIANO 
INCOMPRESIBLE 

Las ecuaciones de movimiento expresadas en función de X (véanse las Ecs. A, B 
y C de las Tablas 3.4-2, 3 y 4) pueden utilizarse para describir el flujo no-newto- 
niano. Con este fin, sin embargo, se necesitan relaciones entre los componentes de t 
y los distintos gradientes de velocidad; en otras palabras, hay que substituir las 
expresiones que se dan en las Tablas 3.4-5, 6 y 7, por otras adecuadas para el 
flujo no-newtoniano. Por consiguiente, la mayor parte de esta sección está dedicada 
a las expresiones de X para modelos no-newtonianos. 

En § 1.1 se ha definido el coeficiente de viscosidad de acuerdo con la Ley de la 
viscosidad de Newton. Posteriormente, en § 1.2, se ha visto que ciertas clases de 
fluidos no pueden describirse mediante la ley de Newton, y que algunos «modelos 
no-newtonianos» resultan útiles para expresar el comportamiento reól'Ógico de los 
materiales no-newtonianos más simples. 

En § 3.2 se ha expuesto la ley de la viscosidad de Newton en una forma más 
general. En las Ecs. 3.2—11 a 16 se dan las expresiones en coordenadas cartesianas, 
así como también las expresiones análogas para coordenadas cilindricas y esféricas. 
En esta sección se pretende obtener una generalización análoga de los modelos no* 
newtonianos. Sin embargo, este tratamiento está restringido para el flujo ¡ncom- 

presibl e. 

Recordemos que, según § 3.2, la ley de la viscosidad de Newton para un fluido 
incompresible es 


X = -fi A (3.6-1) 

en la que A es el «tensor velocidad de deformación» simétrico, con componentes 
cartesianos A¡¡ = {dvjdxj) + (dvjdxj. El coeficiente de viscosidad depende de la 
temperatura y presión locales, pero 00 de x o A. 

Para materiales no-newtonianos no existe una relación entre X y A, como la 
que se indica en la Ec. 3.6— 1- Para algunos tipos sencillos de fluidos no-newto- 
nianos, se puede, sin embargo, escribir 

x ~ -r¡A (3.6-2) 

en la que la viscosidad no-newtoniana r¡, un escalar, es uaa función de A (o una fun¬ 
ción dex), así como también’de la temperatura y la presión. La suposición de dife¬ 
rentes funciones empíricas para describir la variación de r¡ con A (o con x) corres¬ 
ponde a los distintos «modelos» expuestos en § 1.2. 

Para que sea una función escalar del tensor A, es preciso que dependa sola¬ 
mente de los «invariantes» de A. Los invariantes son las combinaciones especiales 
de los componentes de A que se transforman como escalares en una rotación del 
sistema coordenado : 
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/ 1 *(A:8)-r i A„ 

(3.6-3) 

¡2 = (A : A) = SjS,- A tí 

(3.6-4) 

/ 3 = det A = jlc A Xl A 2 ¡ A& 

(3.6-5) 


Puede demostrarse fácilmente que el primer invariante corresponde a 2(V 1 1 >), que 
es cero para un fluido incompresible. Por lo tanto. 


V = rt* h) (3.6-6) 

Para muchos flujos sencillos (flujo axial en un tubo, flujo tangencial entre cilindros 
concéntricos, flujo en una película) el tercer invariante / 3 se anula. Para otros tipos 
de flujo, generalmente se admite que / 3 no es muy importante. De acuerdo con esto, 
se acostumbrar suponer que r] puede tomarse como una función de(A : A).Se han 
propuesto algunos modelos de materiales para los que r¡ depende de la densidad 
de flujo de cantidad de movimiento; en este caso r¡ puede tomarse como una fun¬ 
ción de (t : t). 

Teniendo en cuenta lo expuesto hasta aquí, podemos expresar los modelos no- 
newtonianos de § 1.2 en una forma que nos permita describir el flujo en geometrías 
complejas : 


Modelo de Bingham x — — íu u —- T(l - ■ A para ?,(t : t) > r 0 2 

l ±V2(A: A)) 

A = 0 para ¡(t : t) < t 0 2 

Modelo de Ostwald-de Waele x- — {m 1^/ólA ; A)|" _l }A 


Modelo de Reiner-Philippoff T 


- i (“oc + 


Vó - n* 


1 + 


jCtiT) 


(3.6-7) 

(3.6-8) 

(3.6—9) 

(3.6-10) 


La utilidad de estas ecuaciones consiste en que se pueden expresar los componentes 
de t para materiales .no-newtonianos en coordenadas cilindricas y esféricas, me¬ 
diante el siguiente procedimiento : (a) buscar cuidadosamente hasta encontrar 
en las Tablas 3.4 — 5,6 y 7 las correspondientes relaciones newtonianas; (¿>) substituir 
p en la expresión newtoniana, por la magnitud entre corchetes del modelo deseado; 
y (c) introducir la relación (A : A) o (t : x)en las coordenadas adecuadas. De hecho, 


l Esto ha sido sugerido por primera vez por K . Hohenemser y W. Prager, Z. angew. Math. 
Mech., 12 . 216-226 (1932). 
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«A : A) resulta ser exactamente la función & v de la Tabla 3.4-8, en la que se ha 
suprimido el término — §(V • v) 2 ; por lo tanto, se dispone de’ ella en coordenadas 
rectangulares, cilindricas y esféricas. Después se ilustra este procedimiento mediante 
un ejemplo. 

Antes de concluir esta sección es preciso hacer varias advertencias. Las expre¬ 
siones tales como las de las Ecs. 3.6-7, 8 , 9 y 10, son expresiones, empíricas, pro¬ 
puestas para representar de forma aproximada el comportamiento real de distintos 
materiales; lo único que se ha hecho aquí es escribir estas expresiones en una forma 
tal que se transformen adecuadamente al pasar de un sistema coordenado a otro. 
Sin embargo, no se puede asegurar que los parámetros (m y lt por ejemplo), serían 
los mismos si se determinasen en distintos dispositivos geométricos. Es preciso 
subrayar que hemos despreciado el efecto de J 3 , debido fundadamente a- la falta 
de información experimental acerca de su importancia. Por otra parte, todavía se 
ha restringido más el estudio, debido a que se ha supuesto que, f la Ec. 3.6-2 puede 
utilizarse para describir el comportamiento de un fluido no-newtoniano. 

Se ha visto que la ecuación más general, independiente del tiempo, para fluidos 
no-newtonianos isotrbpicos e incompresibles que no presentan elasticidad 2,3 , es 

t = — 77 A — |jy c {A • A} (3.6-11) 

en ]a que r¡ c es la «viscosidad transversal» .(en ingles «cross-viscosity»)¡ siendo 
tanto’ r¡ como r¡ c funciones de ¡2 e Iy 

Todavía se pueden utilizar expresiones más generales que comprenden los efectos 
de elasticidad 4 *’?. Hasta ahora no se han sacado aplicaciones prácticas de la Ec. 3.6—11 
y otras relaciones más generales, ya que se necesita una mayor investigación con 
respecto a la naturaleza específica de magnitudes tales como r¡ y rj e . Sm embargo, 
es interesante hacer notar que el «efecto de Weissenberg» (la tendencia de un fluido 
a trepar a lo largo de un eje que gira, en vez de ser despedido por fuerza centrífuga) 
puede explicarse cualitativamente mediante el término rj c de la Ec. 3.6-11 , Se han 
propuesto ademas otros ‘modelos distintos de la Ec. 3.6-11 que también explican 
cualitativamente este efecto. 

Ejemplo 3.6-1. Flujo tangencial de un plástico de Bingham en tubos concéntricos 

Determinar las distribuciones de velocidad y esfuerzo, para el flujo de un plástico de 
Bingham en el aparato del ejemplo 3.5 — 1, en función del par f comunicado al cilindro 
exterior. Supóngase flujo láminar incompresible y desprécicnse los efectos finales. 


2 R, S. Riwun, Proc, Roy. Soc. (Londres), A193, 260-281 (1948); Proc. Cambridge Phil. Soc., 
45,88-91 (1949). 

3 M. Reiner, Am. J. Maih., 67, 350-362 (1945). 

4 j. G, Oldroyd presenta una interesante Introducción al flujo no-newtoniano en' Rheology, 
r.r. Eirich (Ed.), Academic Press, Nueva York (1956). capítulo 16. Un tratamiento más comple¬ 
to puede encontrarse en C. Truesdell, J. Rut. Mech. Anal., L 125-300 (1952). 

5 Para un problema sencillo de viscoelasticidad, véase problema 3.V. 
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Sotación, Para este sistema v r = v, = 0 y v t = Vg(r). Por lo tanto, el único compo¬ 
nente de t que no desaparece es T f#I y la ecuación de movimiento para el estado estacio¬ 
nario es 

id 

0 * -j r (r\ e ) (3.6-12) 


Al integrar se obtiene 



Si se conoce el par 3 comunicado, al cilindro exterior 

y m -T r9 | r _ fl • 2 itRL ■ R 


(3.643) 


(3.614) 


El signo menos se debe a que la' densidad de flujo de cantidad de movimiento 6 tiene lu¬ 
gar en la dirección -r. Por lo tanto :Cj = —3T¡lirL , y 



(3.615) 


Este resultado, que es satisfactorio para cualquier tipo de fluido, puede también obte¬ 
nerse admitiendo que toda la impulsión angular ha de transmitirse desde el cilindro ex¬ 
terior al interior. 

La expresión analítica que debe de utilizarse para el modelo de Bingham depende del 
valor de |{*:*) s» ^2,2^/. Corno r# es el único componente de t queno desaparece, 
tenemos , { / ,< 

J(t: t) = t,*,* (3.646) 


Por lo tanto, se utiliza la Ec. 3.6-7 cuando |t, # ¡> t 0 (es decir, cuando se sobrepasa el es¬ 
fuerzo cortante crítico), y la Ec. 3.6—8 cuando l T fíl < T 0- A ‘partir de la Ec. 3.6r-15 se 
puede definir una magnitud r 0 , que es el valor de r para el cual ¡r^l = r 0 : 



(3.6-17) 


Se pueden distinguir tres casos: 

a. Si r 0 < kR, no existir& movimiento del fluido en ninguna parte. 

b. Si R > r 0 > kR, habrá flujo viscoso en la región kR < r < r 0 ,y «flujo de tapón» 
para r 0 < r < R. 

c. Si r 0 > R, habrá flujo total. 

A continuación escribimos la Ec. 3.6-7 para el sistema que estamos considerando. Te¬ 
niendo en cuenta que 
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se llega a 


T r 6 = 


i“0 + 



d v j_ 
dro r 


= -O (3-W8) 

Como Vg/r no disminuye al aumentar r, T, fl es negativo. Es decir, que el componente 6 
de la cantidad de movimiento fluye en la dirección r negativa. 

Substituyendo la Ec. 3.6-18 en la Ec. 3.6-15 e integrando, se obtiene para el caso b 


Ve s 

- = n +TT—, 
r 4n-L íVo* 




— — ln (— j para kR < r < 
Vo 


V * _ o V e 

— u - s fl para r 0 <r <R 
' r 


(3.619) 

( 3 . 6 - 20 ) 


habiéndose utilizado la condición límite de que v g ¡r = Ü para r = r 0 . En el casó c se uti¬ 
liza la condición límite v g !r = Q para r = R, y se llega a 


5-0 + 


r. 


f AnLn g IÓ \ r 


R\r 

1 - 1 - 


-- ln I — 


kR < r < R 


(3.6-21) 


/*<> w 

Si utilizamos ahora en el caso c la condición de que para r — kR, v 0 = 0, se obtiene 


n =■ 


y 


.&-) + 5 hl 


(3.6-32) 


Esta relación entre Q y f(conocida como ecuación de Reiner-Riwlin 6 ) permite determi¬ 
nar /íq y r 0 a partir de datos viscosimétricos. 

Entrad, de flujo 



Fig. 3.6-1. Flujo radial, hacia fuera, entre dos discos paralelos de radio El radio del ori¬ 
ficio de entrada es rj. La distancia entre las láminas es 2b. 

6 M. Reiner y R. RlWLIN, Kolloid-Z., 43, 1 [ 1 9 2 7 ). 
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Ejemplo 3,6—2. Componentes del tensor de densidad de flujo de cantidad de movimiento, 
para el flujo radial no-newtonlano entre dos discos paralelos 

Se considera el flujo reptante radial entre dos disc& circulares, para un fluido que 
sigue el modelo de la potencia, tal como se indica en la Fig. 3.6-1. 

a. ¿ Desaparece I 3 para este sistema? 

b, ¿Cuáles son los componentes de t de acuerdo con la Ec. 3.6—9? 

Solución, a. Utilizando coordenadas cilindricas para este sistema, se observa que 
para’ flujo reptante v¡= Vg = 0, así como también que v r = v,(r, z). Por lo tanto, A es 
de la forma 

12 (dv r /Br) 0 (dv r l&)\ 

A = I 0 2 (p r /r) 0 1 (3.6-23) 

\(3v v/a») o o / 

Como se ve, det A ± 0, y el tercer invariante no desaparece. 

b. Para el caso de coordenadas cilindricas,, y teniendo en cuenta lo establecido en (a) 
con respecto a los componentes de la velocidad, resulta 

= - 2 (^)*+ 2 (?)’+ (^)" 0-6-U: 

Este resultado puede obtenerse formando el producto de doble punto de A consigo mismo, 
o bien utilizando la Ec. B de la Tabla 3.4-8, juntamente con la relación <t> v = ¿(A : A). 
De acuerdo con esto, los componentes de t que no desaparece8 son 


= -2{m|Vj(A:A)j»-l}^- r (3.6-25) 

\ „ 

r ee = — 2{/n| V ¿(A : A)|“~ 1 } y (3.6-26) 

T n = T zr - -{m|V¿(A: A)!»- 1 }-^ (3.6-27) 

§ 3.7 ANÁLISIS DIMENSIONAL DE LAS ECUACIONES DE VARIACIÓN1 

Antes de abandonar el tema de la formulación general de estas ecuaciones entre 
derivadas parciales y su significado, vamos a estudiarlas desde el punto de vista del 
análisis dimensional. Para mayor sencillez, este estudio se limita a los sistemas de 
densidad y viscosidad constantes; sin embargo, puede ampliarse fácilmente para 
los casos en que estas magnitudes varían 2 . 


1 Un reciente libro sobre los problemas del paso de escala es el de R. E. Johnstone y M. M. 

THRING, Piiot Plants, Models and Scale-up Methods ¡n Chemical Engineering, McGraw-Hill, Nueva 

York (1957). El análisis dimensional de la ecuación de Navier-Stokes se considera en las páginas 

50 y SS. Análisis algo más detallados pueden verse en H. Schlichting, Boundary Layer Theory, 

McGraw-Hill, Nueva York (1955). 

2 H. .Schlichting, op. cit., pp. 248 y ss., considera los efectos de compresibilidad. 
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En muchos sistemas de- flujo se puede elegir una longitud característica Dy una 
velocidad característica V, Así, para el flujo en un tubo circular, se toma general¬ 
mente Dcomo el diámetro del tubo y V la velocidad media de flujo. Para el flujo 
alrededor de una esfera, se toma habitualmente para D el diámetro de la esfera y 
para V la velocidad del fluido en un punto alejado de la esfera, relativa a la velocidad 
de ésta, lo que se denomina «velocidad de aproximación». La elección es arbitraria, 
pero debe de especificarse cuidadosamente en cada caso. Una vez que se ha efec¬ 
tuado esta elección, se pueden definir las siguientes variables adimensionales y 
operaciones diferenciales : 


V* 

D 

Dt' 



tV 

(3.7-1,2,3) 

V pV t 

D 

x * y * z 

— : y* = —; 2 * = — 


(3.7-4) 

D O D 

0V = (‘-¿ + í 4- + 8) 

f) 

(3.7-5 f 

dz*/ 

d ^ = -£- + 51 + «■ 


(3.7-6) 

dxdy* 1 dz * z 

D D. 

OV Dt 


(3.7-7) 


En la Eo. 3.7—2, p<¡ es una presión adecuada que se toma como referencia. 

Recuérdese que las ecuaciones de continuidad y movimiento para fluidos new- 
tonianos de densidad y viscosidad constantes, son li 

(ecuación de (V • v) = 0 (3.7-8) 

continuidad) 

(ecuación de P ~° = —VP+ + pg (3.7-9) 

movimiento) Dt 

Estas dos ecuaciones pueden expresarse en función de las siguientes variables 
adimensionales, tomando v ss v*V, (p - p 0 ) = p* V 2 , etc.: 

(lv*> p *yj =0(3.7-10) 

p ~ ~ (v*V) = - (i V* • p* R V*j + p L m + pg (3.741) 


3 Las 5 ( son «VCCtOteS unitarios» (véase § A.2). 
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Multiplicando la Ec. 3-7—10 por D¡V y la Ec. 3.7-11 por DjpV 2 , se obtiene 

(V* •!>*)= 0 (3.7-12) 

£C = -VV + [^]v.V + [tí]S (3.7-13)* 

Obsérvese que en estas formas adimensionales de las ecuaciones de variación, los 
«factores de escala», es decir, las variables que describen el tamaño total y la velo¬ 
cidad del sistema, así como sus propiedades físicas, se reúnen en dos grupos adi- 
mensionales. Estos grupos ‘intervienen con tanta frecuencia en estudios ingeníe¬ 
nles que se les ha dado nombre en honor de dos pioneros en mecánica de fluidos: 


numero de Reynolds (3.7— 14) 

número de Froude (3.7-15) 

Si en dos sistemas diferentes, los factores de escala son tales que los números de 
Froude y Reynolds son iguales para ambos, los dos sistemas están descritos por 
idénticas ecuaciones diferenciales adimensionales. Si además las condiciones adi¬ 
mensionales inicial y límite son las mismas (lo cual sólo es posible si los dos sistemas 
son geométricamente semejantes), los dos sistemas son matemáticamente idénticos; 
es decir, que la distribución de velocidad adimensional t>* (x*, y*, z*, t*) y la distri¬ 
bución de presión adimensional p* (x*, y*, 2*, t*) son las mismas en cada uno de 
ellos. Se dice entonces que tales sistemas son «dinámicamente semejantes». En el 
paso de escala de procesos no bien conocidos, es generalmente conveniente mantener 
la semejanza dinámica, tal como se indica en el ejemplo que sigue. 



Ejemplo 3.7-1. Predicción de la profundidad del vórtice en un tanque agitado 

Se desea predecir la profundidad del vórtice para el flujo estacionario en un tanque 
de aceite de grandes dimensiones desprovisto de placas deflectoras, como se indica en la 
Fig. 3.7—1, en función de la velocidad del agitador. Nos proponemos obtener el resulta¬ 
do mediante el estudio de un modelo a escala reducida, geométricamente semejante al 
tanque. Determinar las condiciones en las que debe de efectuarse el estudio del modelo 
con el fin de que constituya un medio adecuado de predicción. 

Solución. Como el tipo de flujo en este sistema es demasiado complicado para permi¬ 
tir un cálculo exacto, se utilizarán los métodos del análisis dimensional. La forma del 
vórtice será la misma en los dos tanques, siempre que sean idénticas las ecuaciones diferen- 


4 Obsérvese que gjg es un vector unidad en la dirección de la gravedad. 
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cíales y las condiciones, límite adimensionales que describen el flujo. Es evidente que las 
ecuaciones diferenciales’son las ecuaciones de continuidad y de movimiento; las condi¬ 
ciones límite son: 


Tanque grande 

v = 0 para z = 0 

siendo 0 < r < TJ 2 
para r = 7j/2 
siendo 0 < z < H\ 

P =p„ para $i(r, z) 


Tanque pequeño 
para z = 0 

siendo 0 < r < Tj/2 (3.7-16) 

para r = 7^/2 

siendo 0 < f < Hz • (3.7 — 17) 

parase, z) (3.7-18) 


siendo S¡ y S 2 las superficies de los vórtices de los tanques grande y pequeño' y P 0 la pre¬ 
sión atmosférica. También se puede escribir que la velocidad relativa a todas las SUper- 



Flg. 3.7—1. Profundidad de vórtice en un tanque agitado. 

" V t 

ficies sólidas móviles es cero en dichas superficies, pero las condiciones anteriores son 
suficientes para poner de manifiesto la técnica que se utiliza. Se supondrá que la opera¬ 
ción tiene lugar en estado estacionario y por consiguiente no se precisa ninguna condi¬ 
ción inicial. Elegimos como longitud de referencia del sistema el diámetro!) del agitador, 
y como velocidad de referencia DN, el producto del diámetro del agitador por su velocidad 
de rotación, expresada en revoluciones por unidad de tiempo. Los números de Reynolds 
y Froude para este sistema son [Ü^Nph a] y respectivamente. Las condiciones 

limite en función de las variables adimensionales son 
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Tanque grande 

‘ Tanque pequeño 


p* = 0 para z* = 0 

para z* = 0 


siendo 0 < r* < 

I — 

siendo 0 < r* < —— 

2 Dh 

(3.7-19) 

T 

v* =0 parar* =—L_ 

2D l 

* T 1 

parar* = —— 

2 Z>, 


H 

siendo 0 < z* < 

D\ 

siendoO < 7* < ^? ' 

(3.7-20) 

P* = 0 para 5 ‘* 

Mr * v (£•£) 

(3.7-21) 

Por lo tanto, para que el tipo de flujo sea semejante en los dos tanques es preciso que se 
cumplan las seguientes igualdades: 

T x 

Dt 

" D t 

(3.7-22) 

Ht 

Dt 

H t 

“ Di 

(3.7-23) 

*•(*■*) 

- s 'ÍíA) ■ 

. (3.7-24) 

Dt*NtPt 
Pi 

_ DfN'K 

Pt 

(3.7-25) 

Ml 

g 

g 

(3.7-26) 


Las Ecs. 3.7-22 y 23 corresponden a la exigencia de semejanza geométrica. Es evi¬ 
dente que cuanto mas detallada esté la descripción de las superficies de velocidad cero, 
mayor número de estas relaciones de tamaño serán necesarias. En la practica pueden in¬ 
cluso tener importancia la rugosidad relativa de las paredes del tanque y el tamaño de 
las cabezas de los pernos. Si los vórtices tienen la misma forma es obvio que ha de cumplir¬ 
se la Ec. 3.7 -24, puesto que ,S 1 *(r/Z>,,7/D|)yS 2 *(r/Z> 2 ,7/í> 2 ) son las formas adimensiona¬ 
les de los vórtices. 

Las Ecs. 3.7-25 y 26 establecen las relaciones que han de existir entre los factores 
de escala, y que desde nuestro punto de vista son las mas importantes. Como no es prac¬ 
tico en modo alguno variar el campo gravitacional, de la Ec. 3.7-26 se deduce que 

l]h. 

N x “V D t 

Substituyendo esta expresión en la Ec. 3.7-25, se obtiene 


(3.7-27) 
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De esta forfna se llega al interesante resultado de que la semejanza dinámica, o sea vórti¬ 
ces semejantes en este ejemplo, no puede conseguirse si se utiliza el miSItlO flqído en los dos 
tanques, sino que debe de emplearse un fluido menos viscoso en e] tanque más pequeño. 
Si el tanque pequeño tiene unas dimensiones lineales que son la mitad de las de] grande, 
la viscosidad cinemática del fluido en él contenido tiene que ser l/|/8 veces la del aceite 
del tanque grande. Si se tuviese en ambos el mismo fluido y el mismo número de Rey¬ 
nolds, el número de Froude en el tanque pequeño sería mayor y el vórtice sería proporcio¬ 
nalmente más profundo, que es el caso que se indica mediante la curva de trazos de la 
Fig. 3.7-1. 


CUESTIONES PARA DISCUTIR 

1. Expresar el Significado físico de las tres derivadas dTjdt, dTjdt,y DT/Dt, siendo T la tempe¬ 
ratura loca] del fluido, 

2. ¿Puede ser Dc/Dí cero para el flujo de un fluido, cuando dcfdt no es cero? ¿Puede no ser 
cero Dc/Dt cuando dc¡¿! es cero? Expliqúese. 

3. ¿Cuál es el significado físico de la ecuación de continuidad? 

4. ¿Cómo se simplifica la ecuación de continuidad para el .flujo estacionario? 

5. ¿Qué forma tomará la ecuación de continuidad para un fluido incompresible? 

6. ¿Qué se entiende por divergencia de un vector y por gradiente de un escalar? 

7. ¿Cuáles son las dimensiones de Vp, V’p, [V . t]? 

8. ¿Enqué ley física se basa la ecuación de movimiento? 

9. ¿Cuál es el operador laplacíana? 

10. Comparar lasEcs. 3.2-8 y 3.2— 10 por loque respecta a la interpretación física. 

11. ¿Cuál es el origen del balance diferencial de energía mecánica? 

12. ¿ Puede en algún caso ser negativa la velocidad de disipación de energía mecánica? ¿ Cuál 
es el significado de su respuesta? 

13. Expresar el significado físico de los términos pPo t / r y P e 0 v rlt de la ecuación de movi¬ 
miento en coordenadas cilindricas. 

14. LasEcs. 3.6-7 y 3.6-9, ¿resultan necesariamente de las definiciones de los fluidos de la 
ley de la potencia y de los plásticos de Bingham que se han dado en el Capítulo 1 ? Expliqúese. 

15. ¿Cómo pueden utilizarse l as ecuaciones obtenidas en §3.4 para resolver problemas de 

flujo VISCOSO. 

16. ¿Cómo puede obtenerse la ecuación diferencial básica de hidfOStática a partir de laEc. 

3.2-8? 

17. Utilizar el resultado de la cuestión 16, para obtener la distribución de densidad en una 
columna isotérmica de un gas ideal. 

18. Demostrar que las superficies de dos líquidos inmiscibles, contenidos en un vaso que gira 
con velocidad angular Constante, adquieren formas parabólicas. 

19. ¿Cómo se simplificarían las expresiones de las Ecs. 3.2-17, 18 y 19 para p y ¡X constantes? 

20. ¿Qué información se obtiene al escribir las ecuaciones de continuidad y movimiento en 
forma adimensional? 

21. Expresar las ecuaciones diferenciales y las condiciones límite para el sistema de flujo de 

§ 2 . 6 . 

22. Discutir algunas consecuencias de la fuerza de Coriolis en meteorología. 
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23. ¿Es válida la Ec. 3.5-27 si z< *0? 

24. Demostrar que laEc.3.5-37 puede obtenerse muy fácilmente modificando la expresión 
del perfil de velocidad para el flujo entre dos laminas paralelas, la superior de las Cuales se mueve 
con velocidad uniforme, mientras que la inferior está en reposo. 

25. Demostrar que la solución correspondiente a la Ec, 3.5-36 satisface la Ec. 3.5 —28c, 
pero en cambio no satisface la ecuación que se obtiene para v¿ eliminando p entre las ECS. 3.5 —28a 
y 6. Discútase. 


PROBLEMAS 


Par necesario para hacer girar un cojinete de fricción 


Calcular el par, expresado en kgm, y la potencia en caballos, que se necesitan para hacer girar 
el eje en el cojinete de fricción que se indica en la Fig. 3.A. La longitud de la superficie de fric¬ 
ción con el eje es de 5,08 cm, el eje gira a 200 rpm, la viscosidad del lubrificante es de 200 cp, 
y la densidad 0,80 g cm’3. 

Respuesta: 0,044kgni 


Fig. 3.A. Cojinete de fricción 



0,012 hp 


3JB t Viscosimetro de plato y ceno 

Un viscosimetro de plato y cono, análogo al de la Fig. 3.5-4, cuyo radio R del-cono es 10 cm 
y el ángulo de apertura 6q 0,5°, se utiliza para medir la viscosidad de soluciones newtonianas. ¿ Qué 
par, en dinas-cm. será necesario para girar el cono con una velocidad angular de 10 rad/min, 
si la viscosidad del fluido es 100 cp? 

Sugerencia. Utilizar la distribución límite de velocidad para 0 O pequeño. 

Respuesta: 4,0 x 1Q4 dina-cm. 


3.Cj Efecto de la altitud sobre la presión del aire 

En la desembocaura del río Ontonagon en la orilla sur del lago Superior (183,5 ni sobre el ni¬ 
vel medio del mar), nuestro barómetro portátil indica una presión de 750 mm Hg. Utilizar la 
ecuación de movimiento para estimar la presión barométrica en la cima del Government Peak 
(617 m sobre el nivel medio de mar) en las cercanas montañas Porcupine. Supóngase que la tem¬ 
peratura al nivel del lago es 21° C y que disminuye, al aumentar la altura, a razón constante de 
0,55° C/100 m. La aceleración de la gravedad en la orilla sur del lago Superior es 981,1 cm SCg 2 
y su variación con la altura puede despreciarse en este problema. 


Respuesta: 712 mm Hg. 



ECUACIONES DE VARIACIÓN PARA SISTEMAS ISOTÉRMICOS 


3-45 


3.D? Determmación de la viscosidad con un viscosimetro d e Couette-Haticfcek 0 de McMichael 

Se desea medir la viscosidad de soluciones de sacarosa de concentración próxima al 60 por 
ciento en peso, a la temperatura aproximada de 20° C, mediante un viscOsímetro de Couette- 
Hatschek, Este aparato consta esencialmente de un cilindro interior estacionario de 4,000 cm de 
diámetro y 4.00 cm de longitud, rodeado por un cilindro concéntrico móvil de 4,500 cm de diá¬ 
metro y 4,00 cm de longitud efectiva: El cilindro exterior se hace girar mediante la aplicación de 
Un par conocido y la viscosidad de la solución se determina a partir de la velocidad angular que 
resulta. La viscosidad de la sacarosa al 60 % es de unos 57.cpy su densidad aproximadamente 
1,29 g cm~3. 

A la vista de la experiencia anterior parece posible que los «efectos finales» pueden ser impor¬ 
tantes, y por consiguiente se ha decidido calibrar el viscosimetro operando con. algunas solucio¬ 
nes de viscosidad conocida, que sea aproximadamente igual a la de las soluciones de sacarosa. 

Hallar el valor conveniente del par que debe de utilizarse en el calibrado, si las medidas de par 
pueden efectuarse con un error de 100 dinas-cm y las de la velocidad angular con un trTOt del 0,5 
por ciento. ¿Cuál será la velocidad angular que resulta? , 

3.Ej Aplicación de las ecuaciones de Navfer-Stokes para la resolución de problemas nina» 

S 1 ■ i ■ ■ I 

Utilizar las ecuaciones de Navier-Stokes para densidad constante, con el fin de obtener las ecua¬ 
ciones diferenciales de la distribución de velocidad: (a) para el flujo de una película isotérmica, 
igual que en $ 2.2, (6) para el flujo de dos fases en una rendija horizontal, como en $2.5, y (c) para 
el flujo axial en tubos concéntricos con un elemento móvil, como en el problema 2.J. 


3.F 2 Distribución d e velocidad en u n viscosimetro d e Stormer 

Un viscosimetro de Stormer consta esencialmente de dOS cilindros concéntricos, el interior de 
los cuales gira, mientras que el exterior permanece estacionario. La viscosidad se determina mi¬ 
diendo la velocidad de rotación del cilindro interior por efecto de Inaplicación de un par cono¬ 
cido. Es muy parecido al viscosimetro de Couette-Hatschelc descrito en $3.5. 

Deducir una expresión para la distribución de velocidad en este tipo de aparatos, en función 
del par aplicado, para el flujo laminar de un fluido newtoniano. Despréciense los efectos finales. 

Respuesta: ---) 

r AirpL\ r* W 

3.G 2 Esfuerzos cortantes en {unción del movimiento y las propiedades del fluido 

Demostrar cómo se puede obtener, a partir del componente x de la ecuación de movimiento 
en función de los componentes de x (Ec. 3.2—9), la ecuación análoga en función de p (Ec. D de la 
Tabla 3.4-2 para un fluido incompresible). Obsérvese que para un fluido incompresible(V • v) =0, 
de acuerdo con la ecuación de continuidad, que debe de utilizarse (a) para simplificar la expresión 
de t„ de la Tabla 3.4-5, 


■2/i — + w /i(,V' ! ») 


y ( b ) para simplificar el conjunto de derivadas segundas que se obtienen al diferenciar los térmi¬ 
nos de x: 


(ir- 

\ dx 


+ 


ii»? 



= pV‘ v, + p 
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3.H 2 Distribución de velocidad entre dos cilindros que giran 

Determinar t-'eM entre dos cilindros coaxiales de radios, R y k R que giran con velocidades an- 
guiares Qq y Ü lt respectivamente. Supóngase que el espacio comprendido entre dos cilindros esta 
ocupado, por un fluido isotérmico incompresible que se mueve con flujo laminar. 

Respuesta: v e = - dyjr )- (O. - Ü.)J 

3.1 2 Otra forma de )« ecuación de movimiento 

Demostrar que las dos formas de la ecuación de movimiento, expresadas para un elemento 
estacionario de volumen y otro ‘que se mueve con el movimiento del fluido. £*CS, 3.2—8 y 3.2— 10, 
respectivamente, son equivalente& 

3.52 La ecuación de continuidad en coordenadas cilindricas 

.a. Deducir la ecuación de continuidad en coordenadas cilindricas mediante un balance de 
materia aplicado a un elemento estacionario de volumen rArABAz. 

Ó. Deducir la ecuación de continuidad en coordenadas cilindricas, a partir de la forma rectan¬ 
gular, mediante cambio de variables. En esta deducción pueden admitirse sin demostración las 
siguientea relaciones : 

x = r co3 6 r a» y/ x 2 + y 2 v, — v, eos 0 — vg sen 6 

y — r sen 0 8 = aro tan (y¡x) t>, = v r sen 6 -{- v t eos 0 

i 

1 = 1 z —.z V, ss v, 

c. Demostrar la validez de las expresiones obtenidas en (Ó) para 0* y v, en función de v, y v$. 


3.K 2 Flujo radial entre dos discos paralelos 

Una parte de un sistema de lubricación consta de dos discos circulares entre los que fluye ra¬ 
dialmente un lubricante. El flujo se debe a una diferencia de presión existente entre los radios 
interno y externo r¡ y r 2 . El sistema está representado en la Fig. 3.6-1. 

a. Escribir las ecuaciones de continuidad y movimiento para el sistema de flujo, suponiendo 
que el flujo es newtoniano, incompresible, laminar y estacionario. Considérese solamente la 
gión r¡ < r < r 2) y supóngase que el flujo esta dirigido radialmente, de forma que. ve = v, = 0. 

Ó, Demostrar que la ecuación de continuidad permite Simplificar la ecuación de movimiento 
para obtener 



dp 

dr r dz* 


(3.K-1) 


en la que $ = rv, es una función exclusiva de z. ¿Por qué^ ea independiente de r? 

c. ge puede demostrar que la Ec. 3.K— lno tiene solución, a no ser que se desprecie el térmi¬ 
no no lineal (es decir, el término que contiene 0 2 ); para la demostración, véase e 1 problema 3.Y. 
La omisión del término <l> 2 corresponde a la suposición de «Rujo reptante» que se ha hecho al de¬ 
ducir la ley de Stokes en $ 2.6 para el flujo alrededor de una esfera. Demostrar qüe cuando se des¬ 
carta el término no lineal, la ecuación de movimiento puede integrarse para obtener: 
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d. Demostrar que laEc. 3.K— 2 conduce al siguiente pebfil de velocidad 


2 ftr In i' 1 

r i 


(3.K.-3) 


e. Demostrar finalmente, que la velocidad volumétrica de flujo Q (en m 3 seg _1 ) a través de 
la rendija, viene dada por 


4n b*hp 

3p In¬ 
ri 


(3.K-4) 


/. Construir esquemas adecuados para representar la distribución de presión P(r ) y la distri¬ 
bución de velocidad vAr, z). 


3.L 2 Simetría del tensor x 

Considerar un elemento rectangular de volumen en el interior de un flu'do tal como se indica 
en la Fig. 3.L, y observar que los cuatro esfuerzos cortantes perpendiculares al eje z forman dos 
parejas opuestas. Escribir una expresión para la aceleración angular del elemento de volumen, 
que resulta de la acción de estas dos parejas y demostrar, haciendo tender a cero las dimensiones 

del demento, que 

r„ — T„ (3.L-I) 



Fig. 3 .L. Elemento de volumen AxAyAz sobre el que se aplica un balance de momento. Los 
momentos se calculan con respecto a un eje que pasa por 0. 

(Nótese que si un tensor es simétrico en un sistema coordenado rectangular, lo es también en 
cualquier otro sistema coordenado ortogonal.) 


3.M 2 Arrastre de aire durante el vaciado de un tanque 

Se desea construir un tanque de almacenamiento de melazas de 18 m de diámetro, provisto 
de una tubería de desagüe de 43 m de diámetro, situada a 1.2 m de la pared lateral del tanque 
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y cuya longitud por encima del fondo del tanque es de 0,3 m (véase Fig. 3.M). Se sabe por experien¬ 
cia que al extraer las melazas del tanque se forma un vórtice y que al disminuir el nivel del liqui¬ 
do, el vórtice alcanza finalmente la tubería de salida, dando lugar a la succión de aire por las 
melazas, lo que debe evitarse. 



Se desea predecir el nivel minimo de liquido para el que se evita este arrastre de aire, operando 
con una velocidad de vaciado de 3 m^/min, mediante el estudio de un modelo a escala reducida. 
Por conveniencia se utiliza agua a 20°C para el estudio del modelo. 

Determinar las dimensiones y las condiciones de operación del modelo, sabiendo que la den¬ 
sidad de las melazas es 1,286 g cm-3 y su viscosidad 56,7 cp. Pusdb admitirse que, tanto en el 
tanque real como en el modelo, la forma del vórtice depende exclusivamente de la cantidad de 
líquido existente en el tanque y de la velocidad de vaciado, es decir, que el vórtice se establece 61 
solo muy rápidamente. 


3.N 3 Análisis dimensional pam fluidos que siguen la ley de la potencia' 

Las ecuaciones de movimiento son útiles para el análisis dimensional del comportamiento de 
fluidos no-newtonianos. 

Demostrar que, para el caso especifico del fluido de Ostwald-de Waele (Ec. 3.6—9), los grupos 
adimensionales que se obtienen al expresar las ecuaciones de movimiento en forma adimensional, 
son 




(3.N-U.3) 


N.B. Aunque el análisis anterior es realmente correcto, es preciso tener en cuenta que el mo¬ 
delo de Ostwald-de Waele del comportamiento no-newtoniano es empírico, y que los fluidos rea¬ 
les no lo siguen exactamente. ^ 

3.O3 Flujo radial entre esferas COOCéntliC&S 

Considerar un fluido isotérmico incompresible que fluye radialmente entre dos envolturas 
esféricas de un material poroso. (Véase Fig. 3.0). Supóngase flujo laminar estacionario y despré- 
ciense los efectos finales. 

Obsérvese que aquí no se supone que la velocidad sea cero en las superficies del diido. 
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Fig. 3.0. Flujo radial entre esferas concéntricas porosas. 


a. Demostrar,utilizando la ecuación de continuidad, que 

r*e, = V (3.0-1) 

siendo \p una constante. 

b. Demostrar, utilizando las ecuaciones de movimiento, que la distribución de presión en este 
sistema está descrita por las ecuaciones 

1 dp 

rYe ( 3 °- 3 ) 

dp r 2», | dv r 

[V*.. — — J - P°r— + & (3.0-4) 


c. Teniendo en cuenta la nota al pie de página de la Tabla 3.4-4, demostrar que la distribu¬ 
ción de presión radial puede expresarse en función de la magnitud 0¡ de la siguiente forma: 


& 



(3.0-5) 


d. Escribir las expresiones de r„, rea. x^,T,g, x^y Xgj, para este sistema. De los esfuerzos nor¬ 
males ¿cuáles son de compresión y cuáles de tensión? ¿Cuál es el significado físico de su respuesta? 

e. Los esfuerzos de compresión y de tensión, ejercidos por el fluido sobre las envolturas inte¬ 
rior y exterior, ¿son iguales a p\t y p¡ m jt, respectivamente? ¿Porqué? 
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3.P 3 Flujo radial entre cilindros coaxiales 

Considerar un fluido isotérmico, incompresible, que fluye radialmente entre dos envolturas 
cilindricas porosas. Supóngase flujo laminar estacionario y despréciense los efectos finales. 


a. Demostrar, mediante la ecuación de continuidad, que 

rv,= <¡> (3.P-1) 

siendo <f> una constante. 

b. Simplificar las ecuaciones de movimiento con el fin de obtener las siguientes expresiones 
para la distribución de presión en función de ¡?\ 


di? 

dr 

<T? 

dd 


do. 



(3.P-2) 

(3.P-3) 


Integrar la expresión correspondiente a _ del apartado (b) con el fin de obtener 

dr 


¡?-¡? a 



3 .Q 3 F lujo reptante entre dos esferas concéntricas 


(3.P-4) 


Un fluido muy viscoso fluye en el espacio conprendido entre dos esferas concéntricas, tal como 
se indica en la Fij. 3.Q. Se desea hallar la velocidad de flujo en elsistema en función de la diferencia 

de presión que se le comunica. Despréciense los efectos finales y supóngase que o# = i#(r,0) y 

v, = =s 0. 


Entrada da fluido 



Fig. 3.Q. Flujo reptante entre dos esferas concéntricas estacionarias 
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a. Demostrar, utilizando la ecuación de continuidad, que tty'SCitó «(/•), siendo «(r) una fon. 

ción de r que ha de determinarse. 

b. Escribir el componente 0 de la ecuación de movimiento para este sistema, suponiendo velo¬ 
cidades de flujo suficientemente bajas, de forma que pueda despreciarse todo el primer miembro 
de la ecuación. Demostrar que esta ecuación queda reducida- a 


O = 


1 Bp 
r 39 



(3.Q-1) 


c. Separar la relación anterior en las dos ecuaciones siguientes 

sen d % = B 

de 


r dr\ dr) 


siendo B una constante de separación. 

d. Demostrar que 


-BE(e) 


A „, /l — eos e\ 

A/> - Sin I —-1 

\1 + COSÍ/ 

"£S[HM-7)] 


(3.Q-2) 

(3.Q-3) 

(3.Q-4) 

(3.Q-5) 


siendo Ap la diferencia de presión comunicada. 

c. Utilizar el resultado anterior para demostrar que la velocidad volumétrica de flujo es 


Q 


w/P A p 

--- fl 

6 u 


-*)* 


(3.Q-6) 


3 .R 3 Componentes del esfuerzo en función del movimiento y propiedades del fluido en sistemas no- 
newtonianos 

a. Justificar la Ec. 2.343, partiendo de la Ec. 3.6-7. 

b. Partiendo de la Ec. 3.6-9, obtener la expresión de correspondiente a la Ec, 3.6-18, 
para un fluido que sigue la ley de la potencia. 

e. Utilizar el resultado del apartado (6) con el fin de obtener, para un fluido que sigue la ley 
de la potencia, una ecuación análoga a la de Reiner-Riwlin. 


3 .S 4 Deducción de h ecuación de movimiento por aplicación del teorema de h divergencia 

Considerar un elemento volumétrico estacionario (J, de volunten y G y superficie So finitos. Es¬ 
cribir la segunda ley'del movimiento de Newton para todo el elemento, expresada en la forma de 
la Ec. 3.2— 1- Como las condiciones en el elemento no pueden considerarse uniformes, será pre¬ 
ciso integrar sobre el volumen del ekmento la velocidad de ganancia de cantidad de movimiento 
y las fuerzas que actúan sobre el volumen del mismo y sobre la superficie la densidad de flujo 
convectivo y las fuerzas que actúan sobre la superficie. Convertir después las integrales 'de super¬ 
ficie en integrales de volumen, mediante el teorema de la divergencia y demostrar que la expresión 
que resulta puede transformarse en la Ec. 3.2-8. 
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3 .T 4 Distribución de velocidad en el viscosímetro de plato y cono por simplificación de la ecuación 
de movimiento 1 

Deducir la expresión de v+ (r, 0) correspondiente a la Ec. 3.5-36, siguiendo este otro método: 
a. Demostrar que la Ec, F de la Tabla 3.4-4 conduce a 



-i h— í— Í/sen0— )- ü¡t_ = o 

3r \ Sr / ~ sen0 30 \ 30 ) sen *0 

(3.T-1) 

con estas condiciones límite: 



n 

para 0 = = 0 

(3.T-2) 


para 0=0! v+ = r Asen 6 ¡ 

(3.T-3) 


para 1 = 0, v+ = 0 

(3.T-4) 

b. Admítase 
miento puede 

una solución de la forma = J?(r) . ©(0) y demostrar que 

separarse en dos ecuaciones diferenciales ordinarias: 

la ecuación de movi- 


UrS)-» 

(3.T-5) 


![<■ ->*]-*(. t>)' 

(3.T-Ó) 


En estas ecuaciones es una constante de .separación y x = eos 

c. Resolver las Ecs. 3.T—5 y 3.T—6 para obtener la distribución de velocidad que se desea. 
Obsérvese, (i) que la Ec. 3.T—5 es una forma de la ecuación lineal de Cauchy e (ii) que la 
Ec. 3. T -6 es una forma de la ecuación de Legendre, qne da lugar a una función asociada de 
Legendre de primer orden y grado n, en Ta que n es la raíz positiva de n(n + 1) — ft. 

3.U4 Otras formas de la ecuación de movimiento 

a. Demostrar que para un tluido compresible de ,p constante, la ecuación de movimiento 
puede expresarse así 

p \7 - -yp - /'l* X [V X r]l + W • V) + pg (3.U-1) 

b. Demostrar que si el fluido es incompresible 

- [r X [V X v] 1 + - -Vp + i¿Wv + pg (3.U-2) 

3,V 4 Flujo laminar periódico de un fluido viscoelistico en un tubo 

El modelo mas sencillo de un fluido Viscoelástico incompresible es el de Maxwell, 2 que es una 
superposición del sólido hookeano y el liquido newtoniano: 


Tu + íj 


Dt„ 

Dt 



(3.V-1) 


1 Los autores agradecen a los profesores A, G. Fredrickson y j. C. Slattery este problema. 

2 L. J. F. Broer, Appl Sci. Research, A6, 226-236 (1957); véase también, J. G. Oldroyd Proc. 
Roy, Soc. A200, 523-541 (1950) para un tratamiento más general de los fluidos viscoelásticos. 
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En esta expresión fo = pIG es un tiempo característico del fluido y G esiel módulo de rigidez cor¬ 
tante. Utilizando la Ec. 3.V— 1 para los componentes de x en las ecuaciones de variación, pueden 
resolverse fes problemas hidrodinámicos para el fluido de Maxwell. ‘En este problema se estudia 
un ejemplo de una solución periódica linealizada de la ecuación de movimiento. Mediante la pa¬ 
labra «linealizada» queremos indicar que el término (t> • W} de la ecuación de movimiento y el 
término (p« VT, J de la ecuación 3.V—1 pueden despreciarse. Por «periódica» se entiende que 
el movimiento local del fluido es una función sinusoidal del tiempo. 

Vamos a considerar ahora las oscilaciones de un fluido viscoelástico en un tubo de radio R 
alrededor de una posición media, cuando se comunica al sistema un gradiente oscilante de presión. 
Según esto, las dos ecuaciones que describen el sistema son / 


ecuación de movimiento 
linealizada 

dv, ty 1 - a, . 

(3.V-2) 

modelo de Maxwell 

linea lizado 

. , 3r r , dv, 

r„ + f,--«-p- 

(3.V-3) 


En estas ecuaciones introducimos los postulados de que la densidad de flujo de cantidad de movi¬ 
miento, el gradiente de presión, la velocidad local y la velocidad volumétrica de flujo, son todas 
periódicas en el tiempo, con una frecuencia a»; con este fin utilizamos la representación comple¬ 
ja de los fenómenos periódicos: 

t„ - roe**' (3.V-4) 

- ? - (3.V-5) 

OZ 

V, - (3.V-6) 

Q m Q¿ iat % , (3.V-7) 

Al introducir las tres primeras expresiones en las Ecs. 3.V—2 y 3, se obtiene una ecuación de se* 

gundo orden para u„(r). Demostrar que su solución (siendo k* — + iwQlp) e s: 



Demostrar después que la amplitud de la velocidad volumétrica de flujo ea: 


(3.V-8) 


MfibJ 2J¿kR) \ 
“ iwp Y kRUkR)) 


(3.V-9) 


Desarrollar las funciones de Bessel de las dos ecuaciones anteriores y descartar l° s términos 
superiores a k 1 . Demostrar que si Mq 1, se puede eliminará; 2 entre las dos ecuaciones 1 para obtener 


b o - (1 - + to/>Jt 2 /4/0 (3.V-10) 

0; en forma real, 

Ap 8 juQ b r ( P&\ 1 

— eos Wí = - J^cos wt -f wt 0 - ^-Jsen tufj (3.V-11) 

Interpretar físicamente el resultado. 
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3.W 4 Película descendente SOÍHW un cono 

En relación con los estudios de apsOFCÍÓn de gases, se ha decidido investigar diversos disposi¬ 
tivos para el contacto gas-líquido en sistemas de geometría sencilla. Un sistema que parece pro. 
metedor es aquél en el que un chorro de líquido incide sobre el vértice de un cono, para descender 



por él formando una película de líquido, tal como se,, indica en la Pi. 3.W. Obtener una expresión 
aproximada de la variación del espesor de película con s, la distancia a lo largo de la superfi¬ 
cie cónica. Relacionar cuidadosamente las suposiciones que se hagan en la deducción e indicar 
las restricciones que deben de afectar al resultado final. 3 

Una respuesta: 8 \/——— 

< V Pf f 20 

3 .X 4 Principio variacional para el flujo no-newtonianod 

Considerar los siguientes casos ‘de flujo de un fluido nó-newtoniano incompresible, descritos 
por la Ee, 3.6-2, en la que r¡ se toma como una función exclusiva de /, jc(A : A) : 

a. El flujo es estacionario (<dvjdt = 0). 

E1‘ término de inercia [e-V») o bien es exactamente cero, o prácticamente despreciable, 
como en el «flujo reptante». 

C, La fuerza externa g se deriva 'de un potencial d>, (es decir, g = — ?4>). 

d. Se sabe que la velocidad |i sobre la superficie 5 del sistema de flujo de volumen K,®* 

(*, y. x). 


IR. B. Bird, Physics of Fluids, 3, 539-541 (1960). 
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Para estos flujos, la integral 

B - Fdxdydz (3.X-1) 

, J J J 

volumen del sisteme de 
flujo con limites fijos 

es un mínimo, siendo 

. I, 

F — —(p + P b)h + i !?(/,) di , (3.X-2) 

jo 

I t e 1 2 son los invariantes primero y segundo de A. (Véanse Ecs. 3.6-3 y 4.) Es decir, que de todas 
las funciones v{x, y, z ) que se transforman en la función (x, y, z) sobre S, la verdadera distribu¬ 

ción de velocidad será U que dé lugar a un valor tninimo de B. Utilizando al anterior principio 
variacional, se podría normalmente elegir una función de ensayo v{x, y, z), de forma que la ecua¬ 
ción de continuidad se cumpla automáticamente. Como / t calculado a partir de la distribución 
de velocidad ensayada desaparece, no es necesario elegir una función de ensayo p{x, y, 2 ) para la 
presión. 

a. Demostrar que las ecuaciones de Euler-Lagrange, 4 correspondientes al anterior principio 
variacional, son justamente la ecuación de continuidad y los tT6S componentes de la ecuación de 
movimiento. 

ó. Comprobar que este principio variacional se transforma en'el principio de Heltnholtz* para 
un fluido newtoniano. 

3 .Y 4 Flq{ft radial entre díseos paralelos 

En la resolución de las ecuaciones de movimiento, generalmente se postula la.forma de la so¬ 
lución para los perfiles de velocidad. Estos postulados se utiliin después para descartar muchos 
términos, de forma que finalmente se obtienen sencillas ecuaciones de partida para el problema 
que se considera. Dicho procedimiento es intuitivo por naturaleza y pueden presentarse ocasio¬ 
nalmente dificultades. 

Con el fin de ilustrar este punto, considerar el flujo radial entre dos discos circulares. En la 
resolución de este problema (véase problema 3.K) se ha postulado que v r * v r (r, z), que Vg y ti, 
son ambas cero, y que p = p(r). Estos postulados conducen a la Ec. 3.K— 1. 

Diferenciar esta ecuación con respecto a 2 y demostrar que esto da lugar a una incompatibi¬ 
lidad, excepto para el caso límite de flujo reptante. Discútase. 


* Véase, por ejemplo, E. Madelung, Die mathematischen Hilfsmitlel des Physikers, Dover, 
Nueva York (1943), p. 216, Fe. 4. 

5 H. Lamb, Hydrodynamics, Dover, Nueva York (1945), pp. 617-619; para una interesante 
aplicación a los problemas de lubricación, véase también D. F. Hays, Journal of Basic Enginee- 
ríng, 81, 13-23 (1959). 



CAPÍTULO 4 

DISTRIBUCIONES DE VELOCIDAD 
CON MAS DE 

UNA VARIABLE INDEPENDIENTE 

En el Capítulo 2 se ha visto que, mediante balances de ‘cantidad de movimiento 
aplicados a una envoltura, se pueden resolver muy variados problemas de flujo 
viscoso en estado estacionario con líneas de corriente rectas. En el Capítulo 3 se 
han desarrollado métodos más generales que permiten describir sistemas de flujo 
más complicados. En § 3.5 se han presentado algunas aplicaciones de las ecuaciones 
generales, pero, con el fin de hacer resaltar e| aspecto físico y reducir al mínimo el 
tratamiento matemático, dichas aplicaciones se han reducido en su mayor parte 
a los problemas en los que intervienen ecuaciones diferenciales ordinarias en vez 
de ecuaciones entre derivadas parciales. En este capítulo trataremos diversas 
clases de aplicaciones que requieren la resolución de ecuaciones entre derivadas parcia¬ 
les: flujo no estacionario, flujo viscoso en más de una dirección, flujo bidimensio- 
nal ideal y flujo viscoso en capas límite. El objeto de este capítulo es presentar una in¬ 
troducción a cada uno de estos temas, juntamente con algunas de las técnicas 
matemáticás utilizadas. Ninguno de estos temas se trata con detalle, ya-que todos 
se estudian ampliamente en ‘los tratados de mecánica de fluidos. 

§ 4.1 FLUJO VISCOSO NO ESTACIONARIO 

El estudio de los fenómenos transitorios de todo tipo está adquiriendo impor¬ 
tancia debido a su gran interés en los problemas de puesta en marcha y control. Las 
ecuaciones que se han dado en el Capítulo 3 constituyen el punto de partida para 
la descripción del flujo no estácionario. Aquí se presentan dos ilustraciones sobre la 
forma de plantear y resolver dichos problemas. 1 

En el primero de ellos se examina el flujo de una masa infinita de fluido en las 
inmediaciones de una pared que se pone bruscamente en movimiento. Este problema 
sirve para ilustrar el uso del método de combinación de variables, que permite reducir 
la ecuación deferencia 1 entre derivadas parciales a una simple ecuación diferencial 

i Pueden verse otros ejemplos en H . Lamb, Hydrodynamics, Dover, Nueva York (1945), capi¬ 
tulo II. 
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ordinaria; este procedimiento solamente es posible cuando dos condiciones límites 
pueden reunirse en una sola. Es preciso tener en cuenta que este sistema jamás 
tiende a un estado estacionario límite. 

t< 0 

Fluido tn reposo 


t *0 

La pared se pone 
• @ movimiento 


f>0 

Fluido en flujo 
no estaciono rio; 


Fíg. 4.1-1. Flujo viscoso de un fluido en jas inmediaciones; de una pared que se pone brusca¬ 
mente en movimiento, 

En la segunda ilustración se considera el comportamiento transitorio de un 
fluido viscoso en un tubo. Este problema se trata por el método de separación de 
variables, que permite reducir la ecuación diferencial entre derivadas parciales a dos 
ecuaciones diferenciales ordinarias. ESte sistema alcanza un perfil limite de velocidad 
cuando el tiempo tiende a infinito, es decir, que el sistema tiende al estado estacio¬ 
nario. 

Ejemplo 4.1-1. Flujo ea las proximidades de mm pared que se pone súbitamente 

en movimiento 

Una masa semi infinita de un liquidó de p y p constantes está limitada por un lado, 
mediante una superficie plana (el plano xz). Inicialmente, tanto el fluido como la super¬ 
ficie sólida están en. reposo; pero en el’instante t = 0 la superficie solida se pone en mo¬ 
vimiento en la dirección x positiva con una velocidad V, tal como se indica en la Fig. 4.1— 1. 
Se desea conocer la velocidad en función de v y /. En la dirección x no existe gradiente de 
presión ni fuerza de gravedad, y se supone que el flujo es laminar. 

Solución. Para este sistema, v v *¡ v, aOy v x = V x (y, t). Por tanto, a partir de la 
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Ec, A de la Tabla 3.4-1 (continuidad) y la Ec. D de la Tabla 3;4—2 (movimiinto), se 
encuentra que 


K = 

dt V dyp 


(4.1-1) 


en la que v *> /*//». Las condiciones iniciales y límite son 


C.I.: para / < 0, v x = 0 

C.L. 1 : para y = 0, v % = V 

C.L.2: para y '= oo, v x = 0 


p^ra cualquier valor de, y (4.1 -2) 

para cualquier valor de t > 0 (4.1-3) 

para cualquier valor de. t > 0 ( 4 . 1 - 4 ) 


Adelantamos que se puede obtener una solución de la forma vj V = 4(rj), en la que 
r¡ es una variable adimensional y¡V4vt. En función de las nuevas variables, ‘ 


KvJV) 1 V „ 3\vJV) _ r? 
3f ™ ~ 27^ ’ = 


(4.1-5,6) 


en la que las comillas indican diferenciación con respecto a r¡. Por lo tanto, la Ec. 4.1—1 
se transforma en 


f+2itf'®0 (4.1-7) 

con las condiciones límite 

C.L.1: para = 0, ^ = 1 (4.1-8) 

C.I. + G.L.2: para 77 = oo, ^ = 0 (4.1-9) 

Si se substituye ^'por y> se llega a una ecuación de primer orden de variables separables, 
que se puede resolver para dar 


V s <f>' = C x e ’ 1 * (4.1-10) 

Una segunda integración conduce a 

* “ Cl So e ’ > ' dT ' + C * (41 ’ U) 

donde arbitrariamente se ha elegido r¡ =s 0, para el límite inferior de la integral indefini¬ 
da, que no puede evaluarse en forma limitada; cambiando el límite inferior 7] = 0 por otro 
distinto variarla simplemente el valor de la constante C 2 , todavía no determinada hasta 
ahora. Aplicando las dos condiciones límite se obtiene : 



(4.1-12) 
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La relación de estas integrales se denomina «función de error», abreviadamente erf r¡\ 
es una función bien conocida y pueden encontrarse fácilmente tablas de ella.2 De. aquí 
que la soluci&n pueda expresarse asi 


»« . l 

— at 1 — erf ——: 
V V 4vf 


(4.1-13) 


En laFig. 4.1-2 se indicanlos perfiles instantáneos de’velocidad; también se han hallado 
perfiles, análogos para algunos fluidos no newtonianos del modelo de la potencia.3 
La función de error es una función monótona creciente cuyo intervalo va de 0 a 1 y 
alcanza un valor 0,99 cuando r¡ es 2,0. Se puede utilizar este hecho para definir un «espe¬ 
sor de capa límite» 6, como la distancia y para la cual v x ha disminuido hasta unvalor 
0,01 V. Es decir, que d ™ 4 V 1 >/, Esta distancia es una medida de lo que la cantidad de 
movimiento ha «penetrado» en la masa del fluido. Obsérvase que el espesor es proporcio¬ 
nal a la raíz cuadrada del tiempo. , 


Ejemplo 4.1-2. Flujo laminar no estacionario, en un tubo circular 

Un fluido áe p y fi constantes está contenido en una tubería horizontal muy larga de 
longitud L y radio R. Inicialmente el fluido está en reposo. En el instante / = 0 se le comu¬ 
nica al sistema un gradiente de presión (p 0 — p£)¡L. Determinar como varían los perfiles 
de velocidad con el tiempo. 

Solución. Para este problema se utilizan coordenadas cilindricas y se supone que 
v, = = 0, y que v, = v,(r, t). Por lo tanto, pueden combinarse la Ec. B, de la Tabla 
3.4-1 (continuidad), y la Ec. F, de la Tabla 3.4-3 (movimiento), para dar i 


P 


K 

9t 


Po ~Pl 


+ P 


illM 

r9r\ drj 


Las condiciones inicial y límite son 

C.I.: para t = 0, 

C.L.l: para r = 0, 

C.L.2: para r = R, 


v t = 0 para 0 < r < R 

v. = finito 

v, = 0 


Primeramente introducimos las siguientes variables adimensionales: 


(4.1-14) 


(4.1-15) 

(4.1-16) 

(4.1-17) 


* 



£ 


r_ . 0 

~R‘ r ~Pp 


(4.1-18,19,20) 


La velocidad se hace adimensional dividiendo por la velocidad máxima para / = oo. Al 
multiplicar la Ec. 4.1 — 14 por 4 Ll(p t - Pl>, se obtiene, en función de variables adimen¬ 
sionales, la siguiente ecuación : 



(4.1-21) 


2 Véase, por ejemplo, H. B. Dwight Tables of Integráis and Othrr Mathematical Data, Mac- 
millan, Nueva York (1957). Tercera edición, p. 275; la diferencia 1 — erf u se expresa a veces por 
erfc u, la «función complementaria de error». 

3 R. B, Bird, a. I, Ch. E. Journal, 5, 565 (1959). 




Fig. 4.1-2. Distribución de velocidad (en forma adimensional) para el flujo en las proximidades de una 
pared que se pone súbitamente en movimiento. Se han trazado las curvas para el modelo de la potencia con 
parámetros m y n. Para n = 1 (flujo newtoniano) la variable r se transforma en y¡V4v t. *■ 
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Esta ecuación se resuelve con las condiciones de que <j> = 0 para r = 0, <f> = 0 para ¡ = 1, 
y <f> = finito para f = 0. 

Tenemos ahora en cuenta el hecho de que el sistema alcanzara un estado estacionario 
para r = co. Por lo tanto, debe de buscarse una solución a la forma siguiente: 


r) » *«(*) - M?. f) (4.1-22) 

Es decir, que la solución se divide en una solución limite de estado estacionario *»(*>, 
y una función transitoria m r). La solución correspondiente al estado estacionario 
se obtiene a partir de la Ec. 4.1-21, tomando tyjdr m 0 para r =« oo; 



cuya solución, con <f> = 0 para f = 1, conduce a 


(4.1-23) 


k-l-f* (4.1-24) 

que es exactamente la distribución de velocidad de Poiseuille. 

Substituyendo «^en laEc. 4.1-22 e insertando después el resultado en la Ec.4.1 —21, 
se obtiéne la siguiente ecuación diferencial entre derivadas parciales para la función 4>t • 



Ht 1 3 ( 3M 

3t ” í 3f / 

(4.1-25) 

Esta ecuación debe de resolverse con las siguientes condiciones inicial y limite: 


C.I.: 

para t = 0 (¡> t = <f>oo 

(4.1-26) 

C.L.l : 

para f = 0, <!>t = finito 

(4.1-27) 

C.L.2: 

para f= 1, ^< = 0 

(4.1-28) 

Ensayamos ahora una 

solución de la forma 



m r) - H(í)nr) 

(4.1-29) 

Substituyendo en la Ec. 4.1 —25 y dividiendo por 5 T se;.Qbtiene 



1 dT 11 d ¡ d3\ 

Tdr “s'ídty de) 

(4.1-30) 

El primer miembro es 

una función exclusiva de r, mientras que el segundo es función 

sólo de f. De aquí que ambos puedan igualarse a una constante, que la elegimos como 
— a 2 . De esta forma se obtienen dos ecuaciones diferenciales ordinarias: 


dT 

* “ ' a 7 

(4.1-31) 


edeyde) 

(4.1-32) 

Estas ecuaciones tienen 

las siguientes soluciones: 



TmCtf-*'' 

(4.1-33) 


3 = C l J l „(af) + C,y 0 (*f) 

(4.1-34) 
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siendo Cq, C\, y C 2 constantes, y Jq e Y 0 funciones de Be$Sél de orden cero. Aplicamos ahora 
las condiciones inicial y límite en la forma siguiente: 

C.L.l: 

Puesto que <j>¡ es finito, 3 tiene que ser también finito. Como Y 0 ( a {) tiende a menos 
infinito cuando £ tiende a cero, C 2 ha de ser cero. 

C.L.2: 

Puesto que ^ = 0 para £ = 1, también 3 tiene que anularse para £ = 1. Esto ocurre 
solamente si J 0 (a) es cero. Pero J* (a) es una función oscilante que corta al eje <x para 
aj = 2,405, oij = 5,520, a Jt = 8,654, etc. 4 Hay por lo tanto muchas soluciones “» - c ln J 0 
(«») con n= 1, 2, 3, ... oo, que cumplen la ecuación diferencial y las condiciones límite. 

C.I.: 

Sabemos que <fr t tiene que ser igual a ^ para T = 0. Pero, teniendo en cuenta las con¬ 
sideraciones de la C.L.2, resulta que una superposición de la forma: 

m - í B n e-*»''U<x n Í) (4.1-35) 

n-l 

cumple las condiciones límite y la ecuación diferencial entre derivadas parciales. Apli¬ 
cando después la condición inicial se obtiene 


(1 - Í*> * i (4.1-36) 



Fig, 4.1—3. Distribución de velocidad para el flujo no estacionario durante la «puesta en mar¬ 
cha» del flujo en uh tubo circular*. [P. Szymansk, J- Math. purés appi. Series 9, ll, 67-107 (1932).] 


Para obtener B n (que son "exactamente C 0 C lH ) se multiplican los dos miembros por 
J 0 K f) wi y se integra de 0 a 1: 


í 




f*)f dS = | B n oMÍ¿{ 

n-t Je 


(4.1-37) 


e. JAHNKE y F- EMDE, Toóles of FuncUons, Dover, Nueva York (1945), p. 166. 
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Debido a .las propiedades ortogonales de las funciones de Bessel, el único término del se¬ 
gundo miembro que contribuye es aquél para el cual m = n. La integral del primer miem¬ 
bro puede resolverse utilizando algunas relaciones standand para las fundones de Bessel.? 
Finalmente se obtiene 

•«>!(«,»)]* ( 4 - 138 ) 

de donde 




8 


Por lo tanto, la expresión final para la dLsttibudón de veloddad redudda es 


( 4 . 1 - 39 ) 


* - O - **) 


« ■/,(«„*) 

n—1 


C'-«n* T 


(4.1-40) 


En la Fig. 4.1-3 se indican los perfiles calculados a partir de ía Ec. 4.1—40; como pue¬ 
de observarse, la veloddad máxima (línea central) éstá en el intervalo del 10 por ciento 
del valor de estado estacionario, cuando t es del orden de 0,45. 

También han sido calculados los perfiles transitorios para el flujo ‘anular axial^ y 
tangencial.’ ts , -i 


§ 4.2 FLUJO VISCOSO ESTACIONARIO CON DOS COMPONENTES DE 
LA VELOCIDAD QUE NO DESAPARECEN: LA FUNCIÓN 
DE CORRIENTE 

En los Capítulos 2 y 3, y en § 4.1, se han seleccionado cuidadosamente los pro¬ 
blemas, de forma que hubiese un solo componente de la velocidad que no se anula. 
La solución de las ecuaciones completas de -Navier-Stokes para flujos en dos y tres 
direcciones es muy difícil. Lo más frecuente es que haya que aplicar métodos espe¬ 
ciales para resolver estos problemas. Sin embargo, para diversas clases de flujos 
con p y [a constantes, las ecuaciones diferenciales pueden simplificarse algo mediante 
su formulación en función de una función de corriente y, 

Expresamos los componentes de la velocidad como derivadas de y (tal C©mo se 
indica en la Tabla 4.2— 1), de forma que la ecuación dé continuidad se cumpla auto¬ 
máticamente. Después pueden combinarse los dos componentes de la ecuación de 
movimiento que no desaparecen, para eliminar los términos que contienen los com¬ 
ponentes de p. Este procedimiento conduce a una ecuación escalar, de cuarto orden 
para y. Con el fin de tener a mano una cómoda referencia,* se ban resumido los 


3 Ibid. pp. 145-146. 

6 W. Müller, Z. Angew. Math. Mech., 16, 227-238 (1936). 

7 R. B. Bird y C. F. Curtiss, Chem. Eng. Sel., 11, 108-113 (1959). 

l Para obtener la ecuación diferencial de y en cootdenadas rectangulares con v, a 0, se paite 
de los componentes x e y de la ecuación de movimiento para p y p constantes. Se diferencia la ecua¬ 
ción x con respecto a y y la ecuación y con respecto a x y se restan, con lo que se eliminan los tér¬ 
minos de presión y gravedad. Introduciendo v. = — 3y>¡3y yv, = + dyijdx, se obtiene directa¬ 
mente la ecuación diferencial de cuarto orden que se índica en la tabla. 



TABLA 4.2— 1 

ECUACIONES PARA LA FUNCIÓN DE CORRIENTE"' 


Tipo de 
movimien 
to 

Sistema 

coordenado 

Componentes de 
la velocidad 

Ecuaciones diferenciales de o que ion equivalente» a la ecuación 
de Navicr-Stokcsí> 

Expresiones para Operadores 

*3 

c 

.2 ^ 

1 2 
§ cd 

Rectangular 
con v, = 0, 
i indepen¬ 
diente de z 

dy> 

V x s» - — 

3y 

3 , » x , 3(v>, V*v>) 4 

» (vV,+ a», y) ” vV 

(A) 

3* 3* 

V2 = to* + V 

vV s v*(v*v>) 

/ 3« 3* 3« \ 

* \to« + 2 to* V + 3¡/V V ’ 

T3 

« 

Cilindrico 

con V, = 0, 
e indepen¬ 
diente de z 

1 3yi 

Pr * ■ f&? 

dy 

V *= + Tr 

3 1 3(v, VV) 

* ( ** ) + r 3(r, 0) ~ ^ 

(*) 

3* í 3 13* 

3r* r 3r r* 38* 

.§ 

Cilindrico 
‘con v¡ '= 0, 
e indepen¬ 
diente de d 

1 íty 

-rV ' 

1 3y> 
v T « +--r 
r r & 

3 1 3(v»,£V) 2 dy 

,,^—r ¡M 

(O 

3* 13 3* 

3r* r dr 3c* 

EV m £*(£*?) 

t 

Esférico 
con = 0 

e indepen¬ 
diente de ^ 

»r * 

1 3y> 

r* senO 38 

P # = 

+ 1 3y> 

/•sen 8 3r 

af (£V) + r2sen0 

-Arf.U' 

W) 

3*,sen8.3/l aV 

£ = 3r* + r* 38\sen8 38/ 


* Pueden encontrarse relaciones análogas en coordenadas generales ortogonales en S. GOLDSTEIN, Modern Development 

itt Fluid Dynamics, Oxford University Press (1938), pp. 114-155; esa esta referencia también se dan fórmülas para flujos axitné- 
tricos con un componente no nulo -de la velocidad alrededor del eje.. 

3 Los Jacobianos se designan aquí por 


_ 3/7ax dfldyl 
3(*, y) “ &/** dg!»y[ 
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casos más importantes en la Tabla 4.2-1. El significado físico de la función de 
corriente es que las líneas de y< = constante, son líneas de corriente; para el flujo 
estacionario corresponden realmente a las curvas trazadas por las partículas del 
fluido. 

En esta sección se estudia, como un ejemplo ilustrativo, el flujo estacionario de 
un fluido viscoso alrededor de una esfera. Esta solución sólo es válida para flujo 
reptante, en el que puede despreciarse el término de inercia {t>.Vi>] de la ecuación de 
movimiento. Este tratamiento conduce a la ley ¿6 Stokes, que se ha estudiado bre¬ 
vemente en § 2.6. 

Se ha elegido la discusión de este problema, debido a que es de interés general 
en tecnología de partículas y mecánica de gotas @minutas. El flujo ideal alrededor 
de una esfera se discute en el problema 4,H. Esta solución y la que se obtiene a con- 
tinuación, constituyen dos imputantes casos límite, en los que se basan muchos 

análisis de sistemas complejos. 


Ejemplo 4.2-1. «Pujo reptante» alrededor de uaa esfera 3 


Utilizar la Tabla 4.2 — 1 para plantear la ecuación diferencial de la función da corrien¬ 
te para el flujo de un fluido newtoniano alrededor de una esfera inmóvil de radio R. Resol¬ 
ver la ecuación y hallar la distribución de velocidad cuando, el fluido se acerca a la esfera 
en la dirección z positiva,, de igual forma que en §2.6. 

Solución. Para flujo reptante estacionario,, todo el primer miembro, de la Ec.D de 
la Tabla 4.2 — 1 desaparece; por lo tanto, la ecuación de y para flujo axisimétrico es sim¬ 
plemente 


E *y *»» 0 


o bien, en coordenadas esféricas 


' 3* sen 0 d 


dr* 


aelsen 




Esta ecuación se resuelve con las siguientes condiciones límite: 


(4.2-1) 


(4.2-2) 


C.L. 1: 

1 £i- o 

r 2 sen 0 3 0 

para r = R 

(4.2 -3) 

C.L. 2: 

9 1 r sen 6 o T 

para r = R 

(4.2 -4) 

C.L. 3: 

rp -* — i v&f* sen 2 6 

para r -► oo 

(4.2 -5) 


2 La solución que se da aquí corresponde a la de L. M. Milne-Thomson, Theoretical Hy- 
drodynamics, Macmillan, Nueva York (1955). Tercera edición, pp. 555-557. Para otro mttodo, 
véase H. Lamb, Hydrodynamics, Dover, Nueva York (1945), § 337, 338. 
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Las dos primeras condiciones límite describen la adherencia del fluido a la superficie de 
la esfera, y la tercera implica que lejos de la esfera v, = v^. 

Esta última condición límite sugiere que y>(r, 0) es de la forma 

y> = f(r) sen 2 0 (4.2 -6) 

al substituir esta función en la EC. 4.2 -2 se llega a 


Id* 2\(d i 2\ 

(d? ~ ?) \d? ~ ?) f (r) 

que es una ecuación lineal homogénea de cuarto orden. Una solución de tanteo de la for¬ 
ma f(r) = Cr" revela que n puede tener los valores — 1, 1, 2 y 4. Por tanto, la forma de 
la función f(r) es 

f(r) = j + Br + Cr 2 + Dr* (4.2-8) 

Para que se cumpla la tercera condición límite (Ec. 4.2—5), D debe de ser cero y C ha 
de ser igual a — 4 v^. Según esto, la función de corriente es 


v(r, 0)= + Br - iv x r 2 j sen 2 0 

Los componentes de la velocidad (según la Tabla 4.2 — 1) son 

1 dtp 
Vr = ~ r 2 senOÜO 


| + Voo - 2 y 3 - 2 J j eos 0 
l dy, / A B\ 

v ° = + 7^ro!?~(- v °>-? + 7) sen0 


Utilizamos ahora las dos primeras condiciones limite para obtener .A = 
B = -J VqqR, de forma que 




sen 0 


(4.2-9) 

(4.2-10) 

(4.2-11) 
J VooR 3 y 

(4.2-12) 

(4.2-13) 


que son las distribuciones de velocidad que se han dado sin demostración en § 2 . 6 . 

En $2.6 se ha visto cómo pueden integrarse las distribuciones de presión y velocidad 
sobre la superficie de la esfera para obtener, la fuerza resistente; este método es general 
para obtener la fuerza del fluido que actúa sobre el sólido. Aquí evaluamos F k integrando 
la velocidad de disipación de energía; 3 

o* F k = - f " P f°<T : VD y- (Ir sen 0 <J0 d<f> (4.2-14) 

Jo Jo J/f 


1 El método de la Ec. 4.2-14 ha sido utilizado para el estudio del flujo no-newtoniano por 
3. C. Slattery, tesis doctoral, Universidad de Wisconsin (1959). 
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Introduciendo la función —(t : vU , en coordenadas esféricas, de la Tabla 3.4 - 8, se 
obtiene 


l’oof* 


-4T 


(2K-S+tJ 

+ 2 (í + 5^L'|‘ 

♦'*(?)+;$ J 


r 4 sen 0 dr (10 


(4.2-15) 


Insertando en esta expresión las Ecs. 4.2-12 y 13, e integrando, se obtiene 

F k = 6nfW v R 

que es la ley de Stokes. 


(4.2-16) 


§ 4.3 FLUJO POTENCIAL BIDIMENSIONAL EN ESTADO 
ESTACIONARIO 

Generalmente puede obtenerse una buena aproximación de los tipos de flujo, 
resolviendo las ecuaciones de variación para «flujo potencial», es decir, suponiendo 
que el fluido es ideal (p=constante, fx=0), y que el flujo es irrotacional ( [V X r]=0). 
Estas suposiciones son satisfactorias excepto en las proximidades de ias superficies 
de una conducción o de objetos sumergidos. En las proximidades de dichas super¬ 
ficies adquieren una gran importancia los efectos viscosos, y en este caso pueden 
utilizarse una serie de aproximaciones que conducen a las ecuaciones de capa límite 
En esta sección se estudia el flujo irrotacional ideal, y en la próxima se tratará el de 
capa límite. Ambos temas se complementan. 

En el caso de un fluido ideal, las ecuaciones de continuidad y movimiento para 
el flujo estacionario son 1 

(continuidad) (V . t) = □ (4.3-1) 

(movimiento) pV¿t> ! — p[» X [v X »]] = —V^ 1 (4.3-2) 

siendo — — Vp + pg. Para el flujo irrotacional bidimensíonal, el hecho de 

que rot. vsO conduce a 

(irrotacibnal) —— -r- = 0 (4.3-3) 

ay dx 

y las ecuaciones de continuidad y movimiento se hacen 

(continuidad) + ~ = 0 (4.3-4) 


1 Aquí se ha utilizado la identidad [p . Vp] = VJp* — [p x [V x p]]. 
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(movimiento) M»* 2 3 + »„*) + 9 - constante (4.3-5) 

Estas tres ecuaciones se utilizan para determinar v x , v y , y é^como funciones de x e y. 

En la práctica resulta más sencillo operar con una función de corriente ip(x, y.) 
y un potencial de velocidad <f>(x, y) en vez de los componentes de la velocidad v, y v y . 
Resulta evidente que si y) y<f> se definen de esta forma, 2 


ow 

®. = ~ TT 

Vy= + IT 

(4.3-6,7) 

v dz 

d<f> 

v ' dy 

(4.3-8,9) 

las Ecs. 4.3-3 y 4.3-4 se cumplirán automáticamente. A partir de la 
laciones que se acaban de indicar, se llega inmediatamente a 

serie de re- 

dtj> _ di?. 

dtj> _ dy> 

(4.3-10,11) 

dz dy' 

dy dz 


Éstas .son las ecuaciones de Cauchy-Riemann, que son las relaciones que deben de 
satisfacerse por las partes real e imaginaria de cualquier, función analíticas u<z) = <f> 
(x, y) 4- i f(x, y). La magnitud n(z) se denomina potencia! complejo. Diferenciando 
la Ec. 4.3-10 con respecto a x y la Ec. 4.3-11 con respecto a y, y sumándolas se 
demuestra que V 2 </> ss 0; es decir, que <f> satisface la ecuación bidimensional de La- 
place. De igual forma puede demostrarse también que ,V 2 y = 0. 

De las consideraciones anteriores se deduce, que cualquier función analítica u> (z) 
da un par de funciones <f>(x, y) y xp{x, y) que son el potencial de velocidad y la 
función de corriente para algún problema de flujo..Por otra parte, las curvas <f> (x, y ) 
= constante y y> (x, y) = constante son por consiguiente las lineas equipoten¬ 
ciales y las lineas de corriente para el ‘problema. Los componentes de la velocidad 
pueden obtenerse de las Ecs. 4.3-6 a 9, o de 

— = ~V X + iv t (4.3-12) 

1 dz 

en la que dwjdz es la llamada velocidad compleja. Una vez que se conoce la velo¬ 
cidad, puede hallarse la presión a partir de [a Ec. 4.3—5. 


2 Para el flujo tridimensional <j> se define por pss Como el rotacional del gradiente 

de una función escalar-es cero, tomando r=— v<t> se tiene la seguridad de que rot Fs«0. 

3 Aquí se supone que el lector tiene algún conocimiento de las funciones analíticas de una 
variable compleja. Introducciones a este tema pueden verse en V. L. Streeter, Fluid Dynamics, 
McGraw-Hill, Nueva York (1948), capítulo 5, y en G, R. Wylie, Advanced Engineering MothcnMi- 
fies, MacGraw-Hill, Nueva York (1951), capítulos 9, 13 y 14. 
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Otro método de generar líneas equipotenciales y líneas de comente consiste 
ea utilizar la función inversa z(w) = x(<f>, f) + y) siendo z(iv) cualquier función 

analítica de w. Eliminaado y> entre las funciones X = X {<j>, yi)e y —y (<f>, rp) se llega 
a 

F(x, y,<f>)s¡ 0 (4.3-13) 

Una eliminación análoga de <f> conduce a 

G(x, y, i) = 0 (4.3-14) 

Haciendo ea la Ec. 4.3— 13,^ = una constante se obtienen las ecuaciones de las líneas 
equipotenciales, y y> = una constante en la Ec. 4.3— 14, se obtienen las ecuaciones 
de las líneas de corriente para algún problema de flujo. Los componentes de la ve¬ 
locidad pueden obtenerse a partir de 

- T 5 - 1 (». + iv ¿ (4.3-15) 

dw v 


siendo t>2 = y 2 + yl_ 

Todo lo expuesto hasta aquí, puede resumirse así: dada una función analítica 
w = w(z), o bien z = z(w), puede construirse una red de flujo con líneas de comente 
ip(x, y) = constante y líneas equipotenciales <f> (x, y) = constante. Esta red de flujo 
describirá algún problema de flujo ideal. El probbma inverso [dado el probbma de 
flujo encontrar la función analítica w(z)], es considerablemente más difícil y no se 
estudiará aquí. Solamente indicaremos que existen algunos métodos especiales, 3 
-pero que, generalmente, se pueden obtener soluciones más rápidas recurriendo a 
tablas de mapas de conformación. 4 Aquí vamos a discutir él flujo ideal alrededor 
de un’ cilindro, como ejemplo de la utilización del potencial complejo w = w(z), 
y el flujo en un canal, como ejemplo de utilización de una función inversa z = z(w) 
Deberán tenerse en consideración unas cuantas ideas generales. 

0 , En cualquier punto las líneas de comente son perpendiculares a las líneas equi¬ 
potenciales. 

b. Las líneas de corriente y las líneas equipotenciales pueden intercambiarse para 
obtener la solución de otro problema de flujo. 

c. Cualquier línea de comente puede reemplazarse por una superficie sólida. (Ob¬ 
sérvese que esto implica que el fluido no se adhiere a las superficies sólidas.) 

Ejemplo 4.3-1. Flujo alrededor de un cilindro 
a. Demostrar que el potencial complejo 

*•{*) * v x U + (4.3-16) 


4 H , Kober, Dictionary of Cortformal Representations, Dover, Nueva York (1957), Segunda 
edición. 
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describe el flujo ideal alrededor de un cilindro circular de radio R, cuando la velocidad 
de aproximación es (i M (véase Fig. 4.3 — 1). 

b. Hallar la distribución de velocidad 

c. Hallar la distribución de presión sobre la superficie del cilindro cuando la presión 
en un punto alejado del cilindro es p^. 

Solución, a. Para hallar la función de corriente y la velocidad potencial, escindire¬ 
mos primeramente h’(í) en sus partes real e imaginaria: 

+ > ■’-»(' - 3T?) 

- \ -- 

función de potencial función d e corriente 

la función de corriente viene dada por 

o, en función de variables adimensionales 

v<r,i-)-Y(i x8 +) ,i) 

siendo ¥ = y>¡vR, X = x/R, e Y = y/R. 

En la figura 4.3 — 1 se presentan las curvas de '¥ = constante, representadas de acuerdo 
con la Ec. 4.3-19. La línea de corriente 'F = 0 da un círculo unidad, que se toma para 
representar la superficie del cilindro. La linea de corriente 'F = 3/2 pasa por el punto 
X = 0, Y = 2, etc. En el problema 4.C se sugiere un rnttodo sencillo de representación 
de las líneas de corriente. 



(4.3-17) 


(4.3-18) 


(4.3-19) 


Fig. 4.3-1. Líneas de corriente para el flujo ideal alrededor de un cilindro, según la Ec. 4,3-19, 
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b. Los componentes de la velocidad se obtienen a partir de la función de corriente me¬ 
diante las ecuaciones 4.3-6 y 7. También pueden obtenerse a partir de la velocidad com¬ 
pleja de acuerdo con la Ec, 4.3 — 12: 



Por lo tanto 


/ R 2 

= Lcl 1 -~¿ e ~ 

/ R 2 

= f o, í 1 - (eos 20 -1 sen 20) 



c. En la superficie del cilindro, r = R, y 


(4.3-20) 

(4.3-21) 

(4.3-22) 


V 2 = V 2 + Vy 2 

= - eos 20) 2 + (sen 20)*] 

= (toasen* 0 (4.3-23) 

Cuando 6 = 0 o 0 =s .7 la velocidad v se hace, igual a cero; a estos puntos se les llama 
puntos de estancamiento. Por consiguiente, a partir de la Ec. 4.3-5, 


W + 9 - K* + (4.3-24) 

La distribución de presión sobre el cilindro se obtiene a partir de las Ecs. 4.3-23 y 24: 

0? - 0*») = W(1 - 4 Sin 2 0) (4.3-25) 

Obsérvese que la distribución de Bes simétrica con respecto al eje y ¡por lo tanto, la teo¬ 
ría del fluido ideal predice que no hay resistencia de forma sobre un cilindro (paradoja 

de D’Alembert 5 ). 


Ejemplo 4.3-2. Flujo en un canal rectangular 

Demostrar que la función inversa 

z = — + - e^ltoco (4.3-26) 

v <o * 

describe el flujo en un canal rectangular de semianchura b. La variable es el valor de 
la velocidad en un punto alejado aguas abajo de la entrada al canal. 


5 Para una discusión de las paradojas hidrodinámicas, véase G. Birkhoff. Hydrodynamics, 

Dover. Nueva York (1955). 
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Solución. Introduciremos primeramente las variables adimensionales, de distancia 


X 




rrz 

z = J = X + i Y 


y los números adimensionales 


4 > 



Y 



W 


1TW 



<K + ¿Y 


(4.3-27) 


(4.3-28) 


E$tOS números adimensionales son análogos a los utilizados en el ejemplo 4.3 — 1. La fun¬ 
ción de la Ec. 4.3-26, expresada en función de los números adimensionales, puede sepa¬ 
rarse en las partes real e imaginaria: 


z w W + e w rn (0 + e® eos Y) + i(Y + e® sen Y) (4.3-29) 

Por lo tanto 

X = ® + e 9 eos Y (4.3-30) 

y-Y+^senY (4.231) 

Podemos hacer ahora Y igual a una constante, y la línea de corriente Y ss I’(X) está ex¬ 
presada paramétricamente en O. Por ejemplo, la línea de corriente Y = 0 viene dada por 

X = ® + e 9 (4.3-32) 

Y «0 ■ (4.3-33) 

Al variar 0 desde- oo a + oo, X varia tambitn desde- oo a -(• oo;por consiguiente, 
el eje X es una linea de corriente. Consideremos a continuación Y = n, en cuyo caso 

X - «» - e® (4.3-34) 

Y = n (4.3-35) 

Al variar 0 desde oo a — oo, X va desde — oo a — 1 y después vuelve a — °o; es decir, que 
la línea de corriente se vuelve hacia atrás sobre sí misma. Elegimos esta línea de corrien¬ 
te como una de las paredes sólidas del canal rectangular. De igual forma, la línea de 
corriente Y = — n corresponde a la otra pared. Las líneas de corriente Y = c, siendo 

— n < c < + n, dan lugar al tipo de flujo que se indica en la Fig. 4.3-2 y que corres¬ 
ponde al flujo en un canal rectangular. 

A partir de la Fe. 4.3 -29 puede hallarse la derivada — dz/dw : 

- ^ ^ ^ *= - ^ 0 + e w ) = “ “ 0 + e<b eos Y + fe® senY) (4.3-36) 

Al comparar esta expresión con la Ec. 4.3 — 1 5 se obtienen las expresiones para los compo¬ 
nentes de la velocidad: 
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—r- = -(1 + <r® eos T) (4.3-37) 

= -<e® scnT) (4.338) 

Estas ecuaciones han de utilizarse conjuntamente con las Ecs. 4.3 -30 y 3 I para obtener 
los componentes de la velocidad como una función de la posición. 



Fig. 4.3-2. Flujo en un canal rectangular. 


Para ilustrar el procedimiento, vamos a hallar la velocidad en el punto x = 0, y = 0. 
Al hacer X e Y iguales a cero en las Ecs. 4.3 -30 y 3 1, se encuentra que T = 0 y O = —0,57. 

Al introducir estos valores en la Ec. 4.3 -38 se obtiene v y = 0. La inserción de estos mis¬ 
mos valores en la Ec, 4.3-37 da 


^ = -(1 + c ®) 

= -d + 0,57) 

pero como v y = 0, tenemos que v = v x , de forma que 



(4.3-39) 

(4.340) 
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§ 4.4 TEORÍA DE LA CAPA LÍMITE 

Los ejemplos de flujo bidimensional ideal que se han presentado en $4.3 indicar 
como puede representarse la red de flujo mediante una función de corriente y una 
función de potencial. Las soluciones obtenidas para la distribución de velocidad no 
cumplen la condición hidrodinámica límite -de que el fluido se adhiere a las super¬ 
ficies sólidas del sistema. ( v x = v y = 0 parí . todas, las superficies sólidas fijas). Por lo 
tanto, las soluciones para el fluido ideal no son válidas para describir los fenóme¬ 
nos de transporte en la inmediata proximidad de la pared. Concretamente, no puede 
calcularse la resistencia viscosa, ni se pueden obtener descripciones exactas de los 
procesos de transferencia de calor y materia en, la interfase. 

Para obtener información acerca del comportamiento en la proximidad de la 
pared recurrimos a los métodos de capa límite. Para la descripción del flujo viscoso, 
se pueden obtener soluciones aproximadas de los perfiles de velocidad en una delga¬ 
da capa límite próxima a la pared, teniendo en cuenta la viscosidad. Después se «en 
garza» esta solución en la del flujo ideal que describe el flujo exterior a la capa límite. 

Vamos a comenzar exponiendo dos ejemplos muy sencillos del flujo en la capa 
límite, en vez de intentar presentar una introducción formal al tema. El primer 
ejemplo considera el desarrollo de la capa límite como una función del tiempo [con 
un espesor de capa límite ó = 8 (t) ], y el segundo trata del desarrollo de la capa 
límite como tina función de la posición para el flujo estacionario [con un espesor de 
capa límite <5 = <5(x)]. 

Ejem. 4.4- 1. Flujo en las proximidades de una pared que se pone bruscamente en movimiento 

Resolver el ejemplo 4.1 — 1 mediante el siguiente procedimiento aproximado. Intuiti- 




to) Solución verdadera admitida (6) Aproximación de capa limite 

Fig. 4.4-1. Comparación de los perfiles «verdadero» y aproximado de velocidad en régimen 
no estacionario, en las proximidades de una pared que se pone súbitamente en movimiento con 
una velocidad V. 



4-20 


TRANSPORTE DE CANTIDAD DE MOVIMIENTO 


vamente se. prevé que la verdadera solución de este problema será algo semejante a las 
curvas representadas en la Fig. 4.4-la, pero supondremos que la solución puede repre¬ 
sentarse satisfactoriamente mediante el gráfico de la Fig. 4.4 — Ib. Es decir, suponemos 
que en cualquier instante /, hay un espesor á(í) de capa limite, más allá del cual no existe 
flujo, de forma que los efectos de la viscosidad se reducen a la región 0 <y<i8(t ).Se ad¬ 
mite, finalmente, que los perfiles de velocidad adimensional son semejantes a lo largo del 
tiempo; esta idea se expresa analíticamente de la siguiente forma: 



siendo 


y 

’-aw 


(4.4-1) 


en la que es una función «conveniente» que se elige. 

Solución. El problema de flujo esta descrito por ‘la ecuación diferencial entre deri¬ 
vadas parciales de la Ec. 4.1—1. Las derivadas parciales que aparecen en ella se evalúan 
utilizando los supuestos perfiles «semejantes» de la Ec. ‘4.4— 1: 




(4.4-2) 



(4.4-3) 

donde las comillas indican diferenciación con respecto a r¡. Substituyendo las expresiones 
en la Ec. 4.1-1 e integrando después sobre r¡ , se obtiene 


dS 

Mi — =• vAT 

(4.4-4) 

siendo 

/ Cl \ fl 


M-| 

[ -1 4>'v dr¡ 1 = + 1 4> dr] 

(4.4-5) 

*-■1 

( + J» -*! 

(4.49 

Integrando la Ec. 4.4-4 con respecto al tiempo (utilizando la condición inicial de que 

S = 0 cuando / = 0) se obtiene 


¿(0- V2 (NIM)»t 

(4.4-7) 


Se encuentra, por tanto, que el espesor de la capa límite aumenta con la raíz cuadrada 
del tiempo transcurrido desde que la pared se pone en movimiento. 

Hasta aquí se ha deducido la expresión de <5(/) en términos de una función cualquiera 
Vamos a elegir ahora una función específica que describe razonablemente la 
forma de los perfiles de velocidad que se indican en la Fig. 4.4 —16. Es evidente que $—1 
para n = o, y <f> = 0 para ij = 1. Esto indica que ^ = 1 — r ¡ 2 puede ser una elección 
adecuada. Otra elección es 
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<Kv) = 1 - ín + W o < i) < i (4.4-8) 

para la que además <f>'( 1) = 0. El lector no debe dudar en sugerir todavía otras funciones 
que presenten formas adecuadas para describir los perfiles de velocidad. Para el perfil 
correspondiente ‘a la Fe. 4.4-8, las integrales de las Ecs. 4.4-5 y 4.4-6 adquieren los 
valores M = 3/8 y N = 3/2. Por lo tanto, el espesor de la capa límite es 



<5(0 = 2 V 2 vt 

(4.4-9) 

y la distribución de velocidad 

v x 3 / y \ 

V 2\2V2 vt) 

+ ífe)' »<’ <*> 

(4.4-lGa) 


= y ><5(0 

(4.4-106) 


Este resultado se compara con la solución exacta correspondiente a la Ec. 4.1-13, cuyo 
desarrollo en serie es 



_ 2 í 2 ( y \ +- 1 2 7 M 3 

N n\2V2vtl 3 / V J r\2V2 vt) 


(4.4-11) 


Por tanto, el uso ‘de la función $(?/), elegida en la Ec. 4.4 -8, ha conducido a los tres pri¬ 
meros términos de la solución exacta, y modificado las constantes para obtener la «me¬ 
jor» elección de acuerdo con las restricciones inherentes al procedimiento aproximado. 

Ejemplo 4.4-2. Flujo en las Inmediaciones del borde de ataque de una lámina plana 

Obtener una descripción del modelo de flujo incompresible en las inmediaciones del 
borde de ataque de una lámina plana sumergida en una corriente de fluido, tal como se 
indica en la Fig. 4.4-2. Utilizar un procedimiento análogo al que se ha desarrollado en 
el ejemplo 4.4 — 1. 

Solución. En primer lugar debemos de plantear las ecuaciones diferenciales que des¬ 
criben el campo de flujo. Estas ecuaciones son las bidimensionales correspondientes a la 
ecuación de continuidad en estado estacionario y el componente x de la ecuación de mo¬ 
vimiento: 


(continuidad) 

3v x Sv v 
dx dy 

= 0 


(4.4-12) 


3v x 9v x ¡ 

(&v x 

3*v x \ 

(4.4-13) 

(movimiento) 

•■sr + '-i* H 

[dx* 

+ w) 
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El fluido 
velocidad 


se acerca con 
uniforme « 


Fig. 4.4-2. Desarrollo de la 
despreciable. 



No se considera el componente y de la ecuación de movimiento puesto que el flujo en 
esta dirección es pequeño. El término dh) x ¡ dx2 de la Fig. 4.4 — 13 puede despreciarse de¬ 
bido a que será pequeño’ en comparación con vjfivjdx). Hallando después v y mediante 
la resolución de la Ec, 4.4 — 12 (con la condición límite de que v y = 0 para y= 0), y subs¬ 
tituyendo el resultado en la Ec. 4.4-13, se llega a 




£üf 

dx 




(4.4-14) 


Ésta es nuestra ecuación de partida para determinar v x ( x,y ), que evidentemente es no 
lineal. Se resuelve con las condiciones límite de que v x = 0 para y = 0 , v x = Voq para 
y = oo, y v x = Veo para x = 0 cualquiera que sea el valor de y. 

De ig lal'forma que en el ejemplo 4.4-1, se supone que los perfiles de velocidad tie¬ 
nen la misma forma para distintos valores de x: 


= <Kl) s iendo V = — (4.4-15) 

o, ó(x) 

en la que <5 (jc) es el espesor de la capa límite a una distancia x a lo largo de la lamina. 


1 Para un razonamiento detallado sobre la torna de determinar los términos que pueden des¬ 
preciarse, véase por ejemplo, H. Schlichting, Boundary Layer Theory, MacGraw-Hill, Nueva 
York (1955), capitulo 7. 
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Suponemos,, finalmente, que fuera de la capa límite (para y > <5) v x = 
ción se calculan las derivadas de la Ec. 4.4— 14: 

Voo. A continua- 

to* n\d6 

Sx Va> y ójdx 

(4.4-16) 

1 

2 

(4.4-17) 

*v x 1 

ay* - Va> * <5* 

(4.4-18) 

en las que las comillas indican diferenciación con respecto a y. 

Al substituir estas expresiones en la Ec. 4.4-14 e integrar la ecuación con respecto 
a r¡, se llega a 

dd v 

(B - A) ó— = — C 
dx v x 

(4.4-19) 

siendo ■ / f 1 \ 


A " (J 0 W '”*) 

(4.4-20) 

* •{£*'{£*'*)*] 


= -A + 

(4.4-21) 

c-(JVa) 


1 

0 

(4.4-22) 

Integrando la Ec. 4.4-19, se obtiene 


^ ) = a/ 2 (b-a)^ 

(4.4-23) 

para cuya solución se ha utilizado la condición límite de que <1=0 para x = 0. Se encuen¬ 
tra, por tanto, que el espesor de la capa límite es proporcional a la raíz cuadrada de la 
distancia a lo largo de lámina. 

Elegimos ahora como perfil razonable de velocidad 

<Hri) - i»? - W 

(4.4-24) 


debido a que corresponde aproximadamente a la forma correcta. Para esta elección, 
se encuentra que A = 9/35, B = 33/280, y C = - 3/2. Por consiguiente, el espesor de la 
capa límite es 
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6(x) 



y la distribución de velocidad 

— = 3 ( y \ _ 1 / y \ 3 . 

v m 2\4,64 V' ra /t) 00 / 2\4,M^vxjv x ) 


0 < y < á(a:) 


( 4 . 4 - 25 ) 


(4.4-26) 


Límite exterior aproximodo 



Fig. 4.4-3. Sistema coordenado para el flujo bidimensional alrededor de un objeto sumergido. 


A partir de este resultado se puede obtener la fuerza resistente, integrando sobre las dos 
superficies mojadas la densidad de flujo de cantidad de movimiento: 


-ra~ai 

= 1,292 V p ,,L 


dx dz 


( 4 . 4 - 27 ) 


Se ha obtenido ,una solución numérica exacta de la Ec, 4.4-14, y a partir de ella se ha 
calculado* también la fuerza resistente. El resultado es de la misma forma que la Ec, 4.4 -27, 
pero la constante es 1,328. Esta comparación da una idea del comportamiento cuantita¬ 
tivo del método aproximado de la capa límite utilizado aquí. 

Los ejemplos precedentes representan los tipos más sencillos de los problemas 
de capa límite. Para el flujo bidimensional incompresible en estado estacionario 
alrededor de un objeto más complicado que una lámina plana (véase Fig. 4.4—3), 
se utiliza la siguiente generalización de la Ec. 4.4-14: 


v 


x 


dv x 

dx 



(4.4-28) 


2 La solución numérica Ice obtenida por h. Blasius, Z. Math. Phys., 56, 1-37 (1908). o bien, 
NACA Tech. Memo. No. 1256; véase también H. Schlichting, Boundary Layer Theory, Perga- 

mon Press, Londres ( 1955 ), § 7 f. 
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en la que (jt) describe la variación de la «velocidad de corriente libre» con x, 
para el borde exterior de la capa límite. Esta velocidad de flujo externo se halla 
mediante la teoría de flujo potencial expuesta en § 4.3. La Ec. 4.4-28 es válida 
para superficies que no tienen demasiada curvatura; x es la coordenada a lo largo 
de la superficie, e y es la coordenada perpendicular a dicha superficie. 

La Ec. 4.4-28 puede integrarse con respecto a y, teniendo en cuenta el hecho 
de que v x tiende a v,(x) para valores grandes de y. El resultado es 

- - rj = y- (<5,0 + Veo *7» (4.4-29) 

p l»=o dx dx 

estando el espesor de desplazamiento 6\y el espesor de cantidad de movimiento ¿2 

definidos por 



(4.4-30) 

ó, = 1 — ~) dy 

Jo v n \ vj 

(4.4-31) 


Las Ecs. 4.4-28 y 29 constituyen la base de la resolución de numerosos pro¬ 
blemas de flujo bidimensional incompresible de capa límite en régimen estacionario. 
Existen ecuaciones análogas para flujo estacionario, fluidos compresibles y capas 
límite tridimensionales.3 La Ec. 4.4-28 es la ecuación de Prandtl de la capa límite. 
Esta ecuación se ha resuelto numéricamente para unos cuantos problemas; 3,4 dichas 
soluciones se consideran como las soluciones «exactas» de los problemas de capa 
límite.5 Las soluciones «aproximadas» son las que se obtienen suponiendo perfiles 
análogos para vJVco en las Ecs. 4.4-29, 30 y 31, en función de un espesor de capa 
límite mucho mayor, tal como se ha hecho en los ejemplos ilustrativos. La Ec. 4.4-29 
se denomina generalmente balance de von Kármán de cantidad de movimiento de la 
capa lúnite. 

A pesar de que se han obtenido numerosas soluciones exactas y aproximadas 
de capa límite, todavía queda bastante trabajo que realizar por lo que respecta a la 
aplicación de los métodos a sistemas que tienen interts en ingeniería. Por ejemplo, 
el flujo en el costado posterior de los objetos sumergidos no está sujeto al cálculo 
de capa límite, ya que en esta región ocurre «flujo de retroceso» y las ecuaciones de 
Prandtl de la capa límite no son válidas. 


3 H. SCHLICHTING, Op. Cit. 

4 S. I, Pai, Viscous Flow Theory, Van Nostrand. Princeton (1957). 

5 Para una discusión de las soluciones exactas para la transferencia simultánea de cantidad de 
movimiento, materia y energía, véase § 19.3. 
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CUESTIONES PARA DISCUTIR 

1. ¿Se pueden obtener las ecuaciones de flujo «estacionario» a partir de las de flujo «no esta¬ 
cionario» haciendo d¡ dt = 0 o D/Dl = O? 

2. Comprobar que la Ec, 4.1-1 es dinténsionalmente correcta. 

3. ¿Cómo se evalúa la integral del denominador de la Ec.4;l —12? 

4. ¿Qué ocurre si se intenta resolver la Ec. 4.1-21 por el método de separación de variables, 
sin admitir antes que la solución puede expresarse como la suma de una solución de estado esta¬ 
cionario y otra de no estacionario? 

5. Sobre un gráfico cuidadosamente rotulado, exponer el significado de que aparece en la 

Ec. 4.1-40. 

6. Comprobar que la C.L.3 de la Ec. 4.2-5 se ha expresado correctamente. 

7. ¿Es irrotacional el flujo newtoniano parabólico en un tubo circular? ¿Y el flujo reptante 
alrededor de una esfera? 

8. Demostrar que para el flujo bidimensional ideal, la función de corriente cumple la ecuación 
de Laplace, Vty = 0. Compárese con la transmisión del calor, donde V*T = 0. 

9. ¿Cuál es el significado de la «paradoja de D’Alembert»? 

10. Sugerir algunas otras funciones satisfactorias para la función de la Ec. 4.4-8. 

11. Sugerir algunos problemas de flujo viscoso en los que es de esperar que no sean aplicables 
los métodos de capa límite. 

12. Comprobar la Ec. 4.4-21. 

13. Demostrar cómo se obtiene el balance de cantidad de movimiento de von Kármán 
(Ec. 4.4-29) a partir de la ecuación de capa límite de Prandtl (Ec. 4.4—28). 


PROBUEMAS 

4,A( Tiempo necesario para alcanzar el estado estacionario en el flujo ea un tubo 

O, Un aceite pesado, cuya viscosidad es 3,45 x 10 -4 m 2 seg -1 , está en reposo en un gran tubo 
vertical de 0,70 cm de radio. Por efecto de la gravedad, el fluido comienza, súbitamente, a verter 
desde el fondo del tubo. ¿Qué tiempo se necesita para que la velocidad en el centro del tubo di¬ 
fiera en un 10 por ciento de su valor final? 

b. ¿Cuál sería el resultado si se utilizase agua a20°C? 

Respuesta: a, 6,4 X 10 -2 seg. 

b. '22 seg. 

4,B| Velocidades en las proximidades de una esfera en movimiento 

Una esfera de radio R desciende con flujo reptante a través de un fluido-estacionario de visco¬ 
sidad //, con una velocidad límite t'oo. ¿A qué distancia horizontal de la esfera, en un plano per¬ 
pendicular a la dirección de caída, será la velocidad del fluido 0,01 veces la velocidad límite de 
la esfera ? 

Respuesta: A unos 37 diámetros de la esfera aproximadamente. 

4.Cj Construcción de líneas de corriente en el flujo ideal alrededor de un cilindro 

Representar las lineas de corriente para el flujo alrededor de un cilindro, utilizando la informa¬ 
ción del ejemplo 4.3-1 y siguiendo este procedimiento: 

a. Seleccionar un valor de T = C (es decir, escoger una línea de corriente). 

b. Representar Y = C K (líneas paralelas al eje X) e Y --K(X 2 + X2) (círculos tangentes 
en el origen de coordenadas y cuyo radio es 1/2 K). 
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C, Hallar gráficamente las intersecciones de las lineas y los círculos que poseen los mismos 
valores de K. 

d. Unir estos puntos para obtener la linea de corriente correspondiente a Y = C. 

e. Elegir otro valor de C y repetir el procedimiento anterior para generar una nueva linea de 
corriente. 


4.D t Comparación del resultado exacto con el de capa hite para el flujo en las inmediaciones de 
una pared que se pone súbitamente en movimiento 
Comparar los valores de v x IV, obtenidos a partir de la Ec. 4.1-13, con los de la Ec. 4.4 — 10» 
para los siguientes valores de y/V'óWtfa) 0,2, (6) 0,5, (c) 1,0. Expresar el resultado como tanto 
por ciento de error de la velocidad local. 

Respuesta: a + 1.5 por ciento 
b + 2,5 por ciento 
c — 26 por ciento 


4.E 2 Flujo pseudoplástico no estacionario en las inmediaciones de una pared en movimiento 

Ampliar el ejemplo 4.4-1 para describir el flujo no estacionario de un fluido pseudoplástico 
en las proximidades de una superficie plana que se pone bruscamente en movimiento. Utilizar el 
modelo de Ostwald-de Waele (ley de la potencia) de la Ec. 1.2-3 para describir el fluido. Demos¬ 
trar que el espesor de la capa limite es 


<5(0 = 


/ 3\" m(n +1)K- 1 . 

jW p 


!/(»+!) 


(4.E-1) 


cuando se utiliza en este caso el mismo perfil que en el ejemplo 4.4—1. 

4.F 2 Utilización del balance de cantidad de movimiento de von Kirmán 

Utilizar la Ec. 4.4-29, con el perfil de velocidad de la Ec. 4.4-24, con el fin de obtener (a) 
el espesor de la capa límite correspondiente a la Ec. 4.4-25 y (b), la fuerza resistente que actúa 
sobre la lámina plana, correspondiente a la Ec. 4.4-27. 

4.G 2 Flujo Ideal en las proximidades de un punto de estancamiento 

a. Demostrar queel potencial complejo IV = — v 0 z ^puede describir el flujo en las proximida¬ 
des de un punto de estancamiento. (Véase Fig. 4.G.) 



Flg. 4.G. Fluio ideal en las proximidades de un punto de estancamiento (flujo bidimensional). 
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b. ¿Cuáles son los componentes de la velocidad V¡£x, y) y v y (x, y )? 
e. ¿Cuál es el significado físico de v,? 


4.H 2 Fluj o ideal alrededor de una esfera 

Para el flujo potencial estacionario alrededor de una esfera, con una velocidad de aproxima¬ 
ción Itoo (véase Fig. 2.6—1), la función de corriente y el potencial de velocidad son 


Veo R‘ 


Peo r* 


+ -^-sen* 8 —y-sen* 8 


Veo JP 

2 r* 


eos 8 — Veo r eos 8 


(4.H-1) 

(4.H-2) 


La función de corriente está relacionada con los componentes de la velocidad en la forma que se 
indica en la Tabla 4.2-1, mientras que el potencial de velocidad se relaciona con dichos com¬ 
ponentes mediante v = que para el caso de coordenadas esféricas, 


d£ 

dr 

(4.H-3) 

1 dé 


r Sti 

(4.H-4) 


a. Demostrar que, lejos de la esfera, las Ecs. 4.H— 1,2 dan v, — i»oo. ( Observación: ti, = v, 
cose — l/(¡ sen 0.) 

b. Demostrar que la velocidad en un punto cualquiera de la superficie esférica es vg =*- 
— § Vg sen 6, 

c. Demostrar que la distribución de presión sobre la superficie esférica es p — Pe» = (p®co*/2) 
(1 — J sen* 6). 


4.1 2 Flujo en un vórtice 1 

a. Demostrar que el potencial complejo 


iT. 

w = — ln z 
2 n 


(4.1-1) 


describe el flujo en un vórtice. Demostrar que la velocidad tangencial viene dada por 



(4.1-2) 


y que v, = 0. Este tipo de flujo se denomina a veces vclrtice libre. 

b. Comparar la variación de ve con r, correspondiente a la Fe. 4.1-2, con la función ttj(r) que 
interviene en el ejemplo 3.5-2. Este tipo de flujo se denomina a veces vdrtice forzudo. 

Los vórtices reales, tales como los que se forman en tanques agitados, se comportan de una for¬ 
ma intermedia entre estas dos idealizaciones. 


1 Vórtices en tanques agitados han sido estudiados experimentalmente por S. Nagata, N. 

YosHIOKA y T. Tokoyama, Memoirs of the Faculty of Engineering, Kyoto University, vol. XVII, 
número III, julio 1955. 
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4. J 3 Ecuaciones básicas para el flujo a través de medios porosos 2 ^, 4 

Para el flujo de un fluido a través de un medio poroso, las ecuaciones de continuidad y movi¬ 
miento pueden substituirse por 


ecuación de continuidad modificada 
ley de D’Arcy :5 


cy t =-<?-pVo) 


v o =-(V/» - pg) 

E 


(4.J-1) 

(4.J-2) 


en la que e es la porosidad (es decir, la relación entre el volumen de huecos y el volumen total) y 
k es la permeabilidad del medio poroso. La velocidad » 0 que interviene en estas ecuaciones es 
la velocidad superficial (velocidad volumétrica de flujo a través de la unidad de área de la sección 
del solido más el fluido) promediada en una pequeña región de espacio (pequeña con respecto a 
las dimensiones macroscópicas del sistema de flujo pero grande con respecto al tamaño del poro). 
Las magnitudes p y p son valores medios en una región de flujo que es grande con respecto al ta¬ 
maño del poro. Combinando las Ecs. 4.J —1 y 2, e introduciendo el símbolo & (definido por V 
9 = V P - pg), se llega a 

(7)l7 =(V ' [pV ^ ]) (4J_3) 

para viscosidad py permeabilidad k constantes. La Ec. 4.J—3 y la ecuación de estado describen 
el movimiento de un fluido en un medio poroso. En la mayoría de los casos, la ecuación de estado 
puede expresarse así 

P = p 0 p m exp Pp (4. J-4) 


en la que p 0 es la densidad del fluido a la presión unidad, y 


Para líquidos 

m = 0 

Caso 1: incompresibles 

0 = 0 

Caso 2: compresibles 

0*0 

Para gases 

0 = 0 

Caso 3: expansión isotérmica 

m = 1 

Caso 4: expansión adiabática 

m = 1 


Demostrar que, combinando las Ec. 4.J— 3 y 4.J—4 y haciendo simplificaciones para estos 
cuatro casos, se puede obtener 


2 M. Muskat, FIow of Homogeneous Fluids Through Porous Media, McGraw-Hill ( 1937). 

3 A. Houpeurt, Éléments de mécanique des fluides dans les milieuxporeux, Institut Francais 

du Pétrole, París (1957). Desgraciadamente este libro contiene numerosos errores tipográficos. 

4 p. C. CarmaN, FIow of Gases Through Porous Media, Butterworths, Londres (1956). 

5 H. C. Brtnkman, Appl. Sci. Research, Al, 27-34, 81-86 (1947), ha sugerido la siguiente modi¬ 
ficación empírica de la ley de D’Arcy: 

0 = -Vn - - p, + fiV*V„ + PS (4.J-2a) 

r K 

El término /uV’Po se introduce para tener en cuenta la distorsión de los perfiles de velocidad en las 
proximidades de las paredes. 
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Caso I; 

VW = 0 0 bien V 2 /> = 0 

(4.J-5) 

Caso 2: 

— = V‘ P - (V • p'fig) 

K Oí 

(4.J—6) 

caso 3: 

2‘PPo 3 P = 

k dt 

(4.J-7) 

caso 4: 

(m +l)eppl" dp (1+ml , m 

K dt P 

(4.J-8) 


Como los términos de gravedad para gases, Casos 3 y 4, son pequeños con respecto a los términos 
de presión, se acostumbra despreciarlos. Obdrvese que el Caso 1 conduce a la ecuación de Laplace, 
el Caso 2, sin tener en cuenta tal término de gravedad, a la ecuación de conducción del calor o 
ecuación de difusión, y los Casos 3 y 4 dan ecuaciones no lineales. 


4.K 3 Rujo radial a través de un medio poroso 

Un fluido circula a través d e una envoltura cilindrica porosa cuyos radios interno y externo 
son y r 3 . Las presiones en dichas superficies valen y Pi, respectivamente. La longitud de la en¬ 
voltura cilindrica es h, 

a. Hallar la distribución de presión, la velocidad de flujo radial y la velocidad volumétrica 
de flujo, para el caso de un fluido incompresible. 

b. Repítase el calculo para el caso de un líquido compresible y un gas ideal. 


Respuesta: a. 


P * -P t 


In r l r i 

lnrj/rj 


0or= * Pt-Pi 
prlnptlpi 
_ 2meh(p, — p i) 
P ln (rjrf) 
Znxhjp, - pi) 
Pp ln (r./r,) 


nKhp^p, t — p') 

P ln (r,/r,) 


Medio poroso Fluido 



Q a 

Velocidad 
volumétrica 
de flujo 
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4 .L 4 Flujo no estacionario en un anillo 

A. Tomando el ejemplo 4.1-2 como guía, deducir la ecuación análoga para el flujo axial no 
estacionario en un anillo coaxial. Comparar los resultados con la solución publicada.6 

b. Obtener una solución para el flujo tangencial no estacionario en un anillo coaxial, cuando 
el fluido está en reposo para t < 0, y el cilindro exterior gira con velocidad angular Q dando lu¬ 
gar a flujo laminar para t > 0. Comparar los resultados con los de la bibliografía.7 

4.M 4 Flujoa través de un medio poroso en un tubo 

a. Un tubo de radio R está lleno de un material poroso de permeabilidad uniforme K. Utilizar 
la Ec. 4.J—2s para hallar la distribución de velocidad en el medio poroso, teniendo en cuenta 
que la velocidad en la superficie del tubo es cero. 

b. Expresar la velocidad volumétrica de flujo, mediante la velocidad de flujo dada por la 
ley de D’Arcy multiplicada por un factor de corrección para tener en cuenta los «efectos de pared». 

c. Demostrar que el resultado del apartado (b) se transforma en la ley de Hagen-Poiseuille 
cuando * tiende a °o, 

d. Buscar valores típicos de p y «y determinar si el factor de corrección del apartado (b) es 
o no normalmente importante en los cálculos industriales. 

e. El factor de corrección del apartado (b) } ¿será mayor o menor que la corrección que se ne¬ 
cesita para tener en cuenta la no distribuc.Ón al azar del relleno en las proximidades de la pared 
del tubo? 


Respuesta: b. 


Q = 



2 A(*/V«) \ 

R IoW^kV 


4 .N 4 La ecuación de Bernoulli para flujo no viscoso 

Partiendo de la Ec. 3.U—2, demostrar que para el flujo no viscoso, irrotacional, estacionario, 
cuya fuerza externa deriva de un potencial (g = la ecuación de movimiento puede in¬ 

tegrarse entre dos puntos cualesquiera « 1 » y « 2 » de un campo de flujo, para obtener 


iOV 



(4.N-1) 


Ésta es la ecuación de Bernoulli. 

También se puede demostrars que se llega a la misma expresión cuando la ecuación de movi¬ 
miento para flujo estacionario no viscoso (pero no necesariamente irrotacional) se integra entre 
dos puntos « 1 » y « 2 » situados sobre la misma línea de corriente. 

La generalización de la ecuación de Bernoulli para fluidos viscosos se trata ‘en §3.3. 


6 W. Müller, Z. angew. Math. Mech., 16, 227-228 (1936). 

7 R. B. Bird y C. F. CURTISS, Chem. Eng. Sci., 11, 108-113 (1959). 

8 H. Lamb, Hydrodynamics, Dover, Nueva York (1945), pp. 20-21. 
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EN FLUJO TURBULENTO 

En los capítulos anteriores se han estudiado solamente problemas de flujo lami¬ 
nar. Como se ha visto, las ecuaciones diferenciales que describen el flujo laminar son 
conocidas y el único factor que limita la aplicación de las ecuaciones de variación es 
la complejidad matemática que se encuentra en los sistemas de flujo laminar en los 
que intervienen varios componentes de la velocidad que no desaparecen. 

En este capítulo se verá que no se dispone de métodos directos para calcular 
los perfiles de velocidad en flujo turbulento. En realidad, las ecuaciones de conti¬ 
nuidad y movimiento son aplicables al flujo turbulento, lo cual es lógico, si se tiene 
en cuenta que el tamaño medio de los remolinos es en este caso grande en compa¬ 
ración con el recorrido libre medio de las moléculas del fluido. Si se pudiesen resolver 
estas ecuaciones se obtendrían los valores instantáneos de la velocidad y la presión, 
que en el caso del flujo turbulento presentan grandes fluctuaciones alrededor de 
sus valores medios. (Véase § 5.1.) Como estas soluciones no pueden hallarse, es 
preciso desarrollar otros métodos de ataque del problema. 

En § 5.2 se indica como pueden promediarse las ecuaciones de variación en un 
corto intervalo de tiempo, para obtener las ecuaciones de variación de «tiempo 
ajustado». Estas ecuaciones describen las distribuciones de velocidad y presión de 
tiempo ajustado; estos perfiles corresponderían a la velocidad medida con un tubo 
de Pitot y las presiones determinadas con un manómetro. La única dificultad con¬ 
siste en que la ecuación de movimiento de tiempo ajustado contiene los componentes 
rjí* de la «densidad de flujo turbulento». Asi como en el flujo laminar los compo¬ 
nentes x x y podían expresarse según la ley de Newton de la viscosidad, las magni¬ 
tudes t x y han de tratarse en general empíricamente. 

En § 5.3 se resumen las expresiones empíricas de tty que se han hecho populares 
de las últimas décadas. Se indican también algunos ejemplos sobre la forma en que 
éstas se han utilizado para obtener información acerca de las distribuciones de ve¬ 
locidad de tiempo ajustado. Obsérvese que para cada solución que se obtiene hay 
que determinar por lo menos una constante, a partir de medidas experimentales. 
Por lo tanto, las teorías semiempíricas no permiten calcular totalmente a príorí 
los perfiles de velocidad. Sin embargo, estas teorías encuentran grandes aplicaciones 
en ingeniería. 
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Teniendo en cuenta el movimiento caótico que tiene lugar en la turbulencia, 
parece evidente que han de obtenerse resultados satisfactorios mediante los métodos 
que tengan en cuenta los movimientos y consecuencias del azar. Hasta ahora no 
existe una teoría estadística de la turbulencia que sea completamente satisfactoria. 
Sin embargo, se ha avanzado mucho en las investigaciones teóricas y experimentales 
acerca del comportamiento de diversas magnitudes estadísticas que deben expli¬ 
carse, en última instancia, mediante una teoría estadística afortunada. En § 5.4 
se presenta al lector una visión rápida del método estadístico, estudiando la caída de 
turbulencia detrás de una rejilla. 

En esta breve introducción a ta turbulencia trataremos principalmente de la 
descripción del flujo turbulento totalmente desarrollado en un fluido incompre¬ 
sible. No se considerarán todos los métodos teóricos para la predicción del comienzo 
de turbulencia, 1 2 3 ni los métodos experimentales desarrollados para demostrar la 
estructura interior de los flujos turbulentos.2.3 El lector comprenderá que la litera¬ 
tura sobre este tema ha crecido hasta alcanzar unas enormes proporciones. Todo lo 
que podemos hacer en un texto elemental es presentar algunos conceptos que sirvan 
de base para una posterior información. 


§5.1. FLUCTUACIONES Y MAGNITUDES DE TIEMPO AJUSTADO 

Antes de proceder a la descripción del flujo turbulento desde el punto de vista 
analítico, haremos algunas consideraciones acerca de la naturaleza física del flujo 
turbulento. Para la mayor parte de las discusiones utilizaremos como base el 
flujo en un tubo circular. 

En § 2.3 se ha demostrado que para el flujo laminar en un tubo circular, la dis¬ 
tribución de velocidad y la velocidad media vienen dadas por 

Vz 

Umax 


i - iT 

\R. 


<p,) 


(5.1-1,2) 


Se ha visto también que la caída de presión es directamente proporcional a la velo¬ 
cidad volumétrica de flujo. 

Para el flujo turbulento, se ha demostrado experimentalmente que las magnitudes 
de tiempo ajustado ¡i y <v t > están dadas aproximadamente por 


Vz 


Umax 



<*,) 4 

Ümáx 5 


(5.1-3,4) 


Estas expresiones son bastante satisfactorias para el intervalo del número de Reynolds 
de 10 4 a 10 5 ; más adelante se dan expresiones más exactas. En este intervalo del 


1 H. SCHLICHTING, Boundary Layer Theory, McGraw-Hill, Nueva York (1955), capítulo 16. 

2 A. A. townsend, The Structure of Turbulent Shear Flow, Cambridge University Press (1956). 

3 s. goldstein, Modern Developmentsin Fluid Dynamics, Oxford University Press (1939). 
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número de Reynolds la caída de presión es, aproximadamente, proporciona! a la 
potencia 7/4 de la velocidad volumétrica de flujo. En la Fig. 5.1— 1 se comparan los 
perfiles laminar y turbulento de velocidad. 



Fig. 5.1-1. Comparación cualitativa de las distribuciones de velocidad para flujo laminar y 
turbulento. 

Para tubos circulares, el flujo es laminar cuando Re = D<v t >pffjí es menor que 
aproximadamente 2,1 x 103, si bien se establece un movimiento sinuoso estable 1 
para un número de Reynolds del orden de 1225. Por encima de 2,1 x 103 puede 
mantenerse temporalmente el movimiento laminar si los tubos son muy lisos y se 
evitan las vibraciones, pero si se produce una perturbación en el sistema, o existe 
una rugosidad aptedable en la superficie, el movimiento laminar se transforma en un 
movimiento al azar que caracteriza al flujo turbulento. 

En realidad, esta afirmación constituye una simplificación, puesto que el movi¬ 
miento a través del tubo no es completamente al azar, si bien lo son prácticamente 
las fluctuaciones de la velocidad en el centro del tubo. Sin embargo, en las proxi¬ 
midades de la pared, las fluctuaciones en la dirección axial son mayores que en la 
radial y todas ellas tienden a cero en la pared misma. Resulta por lo tanto evidente 
que existe una marcada variación del comportamiento físico con la distancia radial. 
A pesar de que este cambio es continuo, se acostumbra considerar tres zonas arbi¬ 
trarias en el interior del tubo: la subcapa laminar, en la que se utiliza la ley de Newton 


1 R. S. PREÑOLE y R. R. RoTHFUS, Ind, Eng. Chem., 47, 379-386 (1955). 
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de la viscosidad para describir el flujo; la zona de transición, en la que los efectos 
laminares y turbulentos son igualmente importantes; y la región de turbulencia total¬ 
mente desarrollada, en la que los efectos estrictamente laminares son despreciables. 
En la Fig. 5.1-2 se indican estas regiones, que no deben de tomarse demasiado al pie 
de la letra. 



Fig. 5.1-2. Distribudón de velocidad para el flujo turbulento en el interior de tubos; región 
próxima a la pared del tubo. 

Hasta aquí se ha tratado esencialmente de la velocidad de tiempo ajustado y 
vamos a volver ahora sobre las fluctuaciones de la velocidad. Fijaremos nuestra 
atención sobre el comportamiento del fluido en un punto del tubo en el que el flujo 
es turbulento. Supongamos que para dicho punto se observa que la diferencia de 
presión que da lugar al flujo aumenta lentamente, de forma que la velocidad media 
aumenta también lentamente, en cuyo caso, el componente axial de la velocidad 
se comportará en la forma que se indica en la Fig. 5.1-3. La velocidad instantánea v, 
es una función que oscila irregularmente. Definimos la velocidad de tiempo ajus¬ 
tado v, tomando un promedio de tiempo de v, en un intervalo de tiempo íq que es 
grande con respecto al tiempo de oscilación turbulenta, pero pequeño en relación 
con el tiempo de variación de la diferencia de presión que da lugar al flujo: 

1 ft+<o 

ü, = - v,dt (5.1-5) 

ÍQ-'í 

La velocidad instantánea puede por lo tanto expresarse como la suma de la velo¬ 
cidad de tiempo ajustado v, y una velocidad de fluctuación y'. 
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v, = v,+ v.' (5.1-6) 



Fig. 5.1-3. Oscilación del componente de velocidad alrededor de un valor medio. 

Para la presión se puede escribir una expresión fluctuante análoga. A partir de las 
definiciones anteriores resulta evidente que v = O pero, en cambio, v g '* no será 

cero, y de hecho ^v¿*¡(v t ) es una medida de la magnitud de la perturbación turbu- 



Fig. 5.1-4. Fluctuaciones turbulen¬ 
tas para el flujo en la dirección z en 
un canal rectangular. 


Fig. 5.1—5. Esfuerzo de Reynolds 
para el flujo en un canal rectangular. La 
magnitud es la suma de T fl y T^,. 
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lenta. Esta relación, que se conoce con el nombre de «intensidad de turbulencia», 
puede alcanzar valores de 1 a 10 por ciento para el flujo en un tubo. 

Es conveniente tener alguna idea acerca del orden de magnitud de las fluctua¬ 
ciones turbulentas; en las Figs. 5.1-4 y 5.1-5 se presentan ejemplos de curvas 
para el flujo turbulento entre dos láminas planas. En la Fig. 5.1-4 se observa que 
las fluctuaciones en la dirección de flujo son mayores que en la dirección perpen¬ 
dicular al mismo, tendiendo las dos a igualarse en el centro de la conducción (es 
decir, tendencia hacia la ¡sotropía). De acuerdo con la Fig. 5.1-5 se observa que 
la densidad de flujo de cantidad de movimiento en la mayor parte del canal resulta 
casi totalmente de la transferencia turbulenta. El transporte molecular de cantidad 
de movimiento sólo es importante en las proximidades de la pared (este punto se 
amplía en el ejemplo 5.3-3). En la discusión que sigue es preciso recordar las curvas 
de las Figs. 5.1-4 y 5. 

§ 5.2 AJUSTE DE TIEMPO DE LAS ECUACIONES DE VARIACIÓN PARA 
UN FLUIDO INCOMPRESIBLE 

En esta sección se deducen las ecuaciones que describen la velocidad y presión 
de tiempo ajustado para un fluido incompresible. Para ello, se expresan las ecua¬ 
ciones de continuidad y movimiento, substituyendo v x por v x + v' x y p por p + p ': 

4 (s. + o + JA». 1 o * t <A * v, > =0 (5 - 2_1) 

4 f («. + »,') = -4(í + r0 

- (£; PÍPx + ».')(”* + O 

+ r- p(v y + v y ')(v x + v x ) 
dy 

+ |" PÓz + v,')(v x + »■')) 

oz ' 

+ + O 

+ PS* (5-2-2) 

En este caso se ha utilizado la ecuación de movimiento según la forma de la Ec. 
3.2-5, con los componentes del esfuerzo de un fluido newtoniano de densidad p. 
Los componentes y y z pueden expresarse de una forma análoga. 

Se puede tomar ahora el promedio de tiempo de las Ecs. 5.2-1 y 2, de acuerdo 
con la Ec. 5.1-5, para obtener: 


(ecuación de 
continuidad) 

(ecuación de 
movimiento) 
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ecuación de 
continuidad de 
tiempo ajustado 


34 dú, ífáj 
dx dy " r dz 


(5.2-3) 


ecuación de 
movimiento de 
tiempo ajustado 



+ + pg x 


(5.2-4) 


Éstas son las ecuaciones de continuidad de tiempo ajustado y movimiento de tiempo 
ajustado para el componente x. Comparándolas con las ecuaciones de §§ 3.1, 2, se 
observa que la ecuación de continuidad es la misma que antes, salvo que los com¬ 
ponentes de la velocidad de tiempo ajustado substituyen a los componentes de la 
velocidad instantánea. También en la ecuación de movimiento, v x , v y , v, y p se han 
substituido por v x , v y , v z y p\ pero, además, intervienen nuevos términos (subrayados 
con la línea de puntos), que están relacionados con las fluctuaciones de velocidad 
turbulenta. Por comodidad vamos a introducir la notación 


t ( X x = pv x ’v x '\ = pv x 'v y '; etc. (5.2-5,6) 

Estos términos con los componentes de la densidad de flujo turbulento de cantidad 
de movimiento, t w , que generalmente se denominan esfuerzos de Reynolds. 

Para abreviar, expresamos las ecuaciones de continuidad y movimiento de 
tiempo ajustado en notación vectorial: 

ecuación de 
continuidad de 
tiempo ajustado 


(V • v) = 0 


(5.2-7) 


ecuación de 

movimiento de 
tiempo ajustado 


P Dt = ~ [V ' í<i)] " r V '* (<) ' 1 + pg (5 2 ' 8) 


También en este caso se subraya con una línea de puntos el término adicional que 
aparece como consecuencia del ajuste de tiempo. La magnitud f (, > viene dada por 
las expresiones de las Tablas 3.4-5, 6 y 7, sólo que v se substituye siempre por Ü. 

La principal conclusión de esta sección es que las ecuaciones que se resumen en 
las Tablas 3.4-2, 3 y 4 pueden utilizarse para plantear problemas de flujo turbu¬ 
lento con tal de que se cambie v¿ por i\,p por p, y T,y por t[\ ] + T**,’. 
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§ 5.3 EXPRESIONES SEMIEMPÍRICAS PARA LOS ESFUERZOS DE 
REYNOLDS 

Para hallar los perfiles de velocidad mediante la Ec. 5.2-8 es preciso disponer 
de alguna expresión para Con este fin se han utilizado diversas relaciones semi- 
empíricas que aquí mencionaremos solamente. El lector que desee saber cómo se 
han «deducido» estas expresiones debe consultar los trabajos originales. 

Viscosidad de remolino de Boussinesq 1 

Una de las expresiones más antiguas propuestas por analogía con la ley de Newton 
de la viscosidad, es 


=«)_(i) dv¡e 

T vx — P . 

dy 


(5.3-1) 


siendo ¡i 1 ' 1 ' 1 un «coeficiente turbulento, de viscosidad» o «viscosidad de remolino» 
que, en general, varía considerablemente con la posición. 


Longitud de mezcla de Prandtl 2 3 - 6 

Suponiendo que los remolinos se mueven en un fluido de igual forma que lo 
hacen las moléculas en un gas (en realidad es una analogía muy incorrecta), Prandtl 
obtuvo una expresión para la transmisión de cantidad de movimiento en un fluido, 
en la que la longitud de mezcla juega un papel aproximadamente equivalente al 
del recorrido libre medio en la teoría cinética de los gases. (Véase § 1.4.) Con esta 
suposición Prandtl obtuvo la relación 




dy 


(5.3-2) 


La longitud de mezcla / también es una función de la posición, y Prandlt obtuvo 
algunos éxitos considerando que / es proporcional a la distancia y medida desde 
la superficie sólida, es decir, 1 = K x y. Taylor llegó también a un resultado análogo 
al de la Ec. 5.3-2 mediante la teoría del transporte de vorticidad.3 


H ipótesis de semejanza de von Kármán 4 5 -5-6 

Basándose en consideraciones adimensionales, von Kármán sugirió que los es¬ 
fuerzos de Reynolds han de ser de la forma 


= 


■P K 2 


(dvjdyf 


(d'vjdy 2 ? 


d£* 

dy 


(5.3-3) 


1 T. V. Boussinesq, M ém. gres. Acad.Sci., Tercera edición, París, xxin, 46 (1877). 

2 L. Prandtl, Z . angew. Math. Mech., 5, 136 (1925). 

3 G. I, Taylor, Proc. Roy. Soc. (London), A135, 685-701 (1932). 

4 t. von Kármán, Nachr. Ges. Wiss. Gottingen , Math-physik. Kl. (1930); también NACA, TM611. 

5 R. G. Deissler, NACA Report 1210 (1955). 

6 H. Schlichting, Boundary Layer Theory, McGraw-Hill, Nueva York (1955), capítulo XIX. 
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siendo una constante «universal» cuyo valor es 0,40 para algunos autores y 0,36 
para otros (estos valores se han determinado a partir de los datos del perfil de velo¬ 
cidades para el flujo en un tubo). 

Fórmula empírica de Deissler para la región próxima a la pared 5 

Deissler ha propuesto la siguiente expresión empírica para ser utilizada en las 
proximidades de superficies sólidas, donde la ecuación de von Kármán y la de 
Prandtl resultan inadecuadas 

*2 = “pn 2 v x y( I - exp {- n%y/v }) y* (5.3-4) 

ay 

siendo n una constante, cuyo valor, determinado empíricamente por Deissler a 
partir de las distribuciones de velocidad para el flujo en un tubo, es 0,124. 

En los ejemplos ilustrativos que se presentan a continuación, se indica la forma 
en que se utilizan las relaciones anteriores para obtener alguna información acerca 
de los flujos turbulentos. Al aplicar estas relaciones a sistemas curvilíneos, los in¬ 
vestigadores han despreciado generalmente, para simplificar, los efectos de curvatura.’ 


7 Para escribir las adecuadas relaciones en coordenadas curvilíneas, es preciso expresar 
en forma tensorial. Por ejemplo, la expresión de la hipótesis de semejanza de von Kármán, de 
acuerdo con la deducción original de este autor, es 




[i(A:A)]K 




(5.3-3a) 


siendo = (dVi/dzj) + (dvjdxj) yj)¡) = ( dwJdXj) + (dwjdx,). En esta expresión w, es el 
componente /¿simo de la vorticidad |p = [V x P], y el producto de doble punto de los tensores 
A y SI es la operación definida en § A.4. Para flujo de cizalla plano, la Ec. 5.3—3a se transforma 
en la EC. 5-3 -3. Para flujo axial simétrico en un tubo con v, s v,(r) y S$ ss ¿5, s Ola Ec. 5.3—3a 
se reduce a 



(5.3-36) 


Para el flujo tangencial entre dos cilindros que giran con ve = vg(r) y v r — 
se transforma en 



ii, = 0, la Ec. 5.3 -3a 


(5.3-3c) 


que está de acuettdo con T. von Kármán, Collected Works, Butterworths, Londres (1956), p. 459. 
(Los autores desean expresar su agradecimiento al doctor J. B. Opfell y al profesor W. H. Corcoran 
en relación con la anterior discusión.) 
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Ejemplo 5.3-1. Deducción de la ley de distribución logadtmica para el flujo en un tubo 

(lejos de la pared) 

Hallar la distribución de velocidad de tiempo ajustado para el flujo turbulento en un 
tubo largo, utilizando la relación de la longitud de mezcla de Prandtl. El radio y la lon¬ 
gitud del tubo son R y L. 

Solución. Sea s = R — r la distancia medida desde la pared del tubo, y supóngase 
que 1 = KjS. Para el flujo axial en tubos, la Ec, 5.3-2 resulta 


í«>= w 

- + ^ V U) 


(5.3-5) 


La ecuación de movimiento se obtiene a partir de la Ec 5.2— 8. Para el caso de que ¿j 
= m y el fluido sea incompresible, se llega a 


0 = 


~&r 


Ydr <""> 


(5.3-6) 


siendo f rl = f£j? + t.) Integrando esta ecuación, con la condición límite de que f rz = 0 
para r = 0, se obtiene 


?rz 


~ &l)R 
2 L 



(5.3-7) 


en la que r 0 es el esfuerzo cortante de pared (para i = 0). En el núcleo turbulento (o sea, 
para la mayor parte de los valores de s) fJJ será despreciable con respecto a f®; en otras 
palabras, el transporte de cantidad de movimiento por moléculas es pequeño en com¬ 
paración del que tiene lugar por el movimiento de remolino. Por consiguiente, las Ecs. 
5.3-5 y 5.3 -7 pueden combinarse para obtener 

"■'‘‘©‘-'“('-í) <5 - 3 - 81 

Prandtl hace aquí una simplificación matemática (físicamente injustificable) que consiste 
en tomar el segundo miembro igual a t 0 . Con esto se simplifica algo el aspecto matemá¬ 
tico, y se ha comprobado que el resultado difiere muy poco del que se obtiene por integra¬ 
ción de la Ec. 5.34. Por tanto, tomando la raíz cuadrada, se obtiene 


dv t _ 1 1 

= ± 7^*1 


(5.3-9) 


debiendo utilizarse el signo más. En esta expresión u t es ^ ro/p, que tiene las dimensiones 
de una velocidad. Integrando la Ec, 5.3-9 desde el borde exterior de la capa de transi¬ 
ción s = Jj hasta una posición cualquiera de s, se obtiene 

V'z -Vzl=-v t \n S - 
*1 ■*! 


5 > íj 


(5.3-10) 
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o bien en variables adimensionales (tri = vji\, s ' = sv t p/fi): 


1 s + 

v+ -v + = -ln— (5.3-11) 

*1 h + 

Deissler 5 encontró, a partir de datos experimentales de distribución de velocidad, que 
el mejor valor de «j es 0.36, y que a su vez el borde exterior de la zona de transición pue¬ 
de tomarse satisfactoriamente como = 26 (siendo iq = 12,85). Con estos valores 
recomendados por Deissler, la Ec. 5.3 — 1 1 se hace 

1 

v+ = — In s+ + 3.8 (5.3-12) 

0.36 

Se ha encontrado que esta distribución logarítmica describe bastante bien los perfiles de 
velocidad para el flujo turbulento con Re > 20 000 (excepto, por supuesto, cerca de las 
paredes del tubo). 


Ejemplo 5.3-2. D istribución de velocidad para el flujo en un tubo (cerca de la pared) 

Utilizar la fórmula empírica de Deissler para calcular el perfil de velocidad en la sub¬ 
capa laminar y en la región de transición. 

Solución. Sumando la ley de Newton de la viscosidad y la expresión de Deissler, 
se obtiene para la región cercana a la pared f rz = f*'* + fj.* 1 : 

r„ “ -/< - pn 2 C z (R - r)( 1 - exp {-n 2 v¿R - r)/v}j ~ (5.3-13) 

Substituyendo esta expresión en la Ec. 5.3 -7 y tomando 1 — (s/R) igual a 1, que es una 
buena aproximación junto a la pared, se llega a 

r 0 =+f>~ + /w 2 tv( 1 - exp { ~ (5.3-14) 

Integrando desde j = 0 hasta s, y expresando el resultado en función de variables adi¬ 
mensionales, se obtiene 



0 < í+ < 26 


(5.3-15) 


habiéndose encontrado empíricamente que para tubos largos y lisos n vale 0,124. Para 
hallar v + en función de j+ hay que utilizar procedimientos iterativos; en la Fig. 5.3 — 1 
se indica gráficamente el resultado. Para valores pequeños de $+, la Ec. 5.3 — 15 se re¬ 
duce a 


V + SB J+ 


0 < í+ < 5 


(5.3-16) 



V 

r j 



« + * svtpln 


Fig. 5.3-1. Distribución de velocidad para el flujo turbulento isotérmico en tubos. [R. G. Deissler, NACA 
Repl 1210 (1955).] Los datos experimentales son los de R. G. Deissler [NACA Tech. 3016 (1953)] y J. Laufer 
[NACA Tech. Note 2954 (1953)], que corresponden a los círculos y cuadrados, respectivamente. 
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Este resultado puede obtenerse también integrando sobre la subcapa laminar la ley de 
Newton de la viscosidad. Los datos experimentales del perfil de velocidad concuerdan 
satisfactoriamente con la curva de la Fig. 5.3 — 1 para Re > 20 000. Para una compara¬ 
ción del trabajo de diversos experimentadores, véase Corcoran, Opfell, y Sage. 8 

Se ha estudiado la influencia de la mgosidad sobre las distribuciones de velocidad 
para el flujo en un tubo, pudiendo encontrarse en la obra de Schlichting 9 un cuidadoso 
resumen de este trabajo. En los últimos capítulos de este mismo libro se presentan tam¬ 
bién resúmenes de estudios teóricos sobre otros sistemas de flujo turbulento, tales como 
flujo en eyectores, flujo entre cilindros que giran, flujo en las cercanías de discos que gi¬ 
ran y flujo alrededor de cilindros estacionarios. La discusión de estas materias cae fuera 
del alcance de este libro. 


Ejemplo 5.3-3. Valor relativo de la viscosidad molecular y la viscosidad de remolino 

Determinar la relación para s = Rl 2, en el caso de flujo estacionario de agua 

en un largo tubo circular liso en las siguientes condiciones: 


R = radio del tubo = 8 cm. 

t 0 = esfuerzo cortante de pared = 1,63 dina cm -2 
p = densidad = 0,9996 g cm -3 
v = viscosidad cinemática = 1,02 x 10 -2 cm 2 seg -1 


Solución. La viscosidad de remolino esta definida por 




= +ÍP + P W ) 


(5.3-17) 


Despejando de esta relación y expresando el resultado en función de las variables 

adimensionales del ejemplo anterior, se obtiene: 


1 *r. 1 

/i p dvjds 

= 1 t 0 (1 - sIR) 
H dvjds 

[1 ~ (*/*)] 

dv + /ds + 


(5.3-18) 


8 Un resumen crítico, de diversos resultados empíricos puede verse en W. H. Corcoran, J. 
b. opfell y B. H. Sage, Momentum Transport ¡n Fluids, Academics Press, Nueva York (1956), 
capítulos III y IV. 

9 H. Schlichting, op. cit., pp. 416426. 
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Para s = R¡ 2, el valor de ¿-+ es 

J+ _ = Wj) lp P = 500 

/* 

Mediante la Ec. 5.3 12 se calcula dv + ¡ds+ para este valor de s+ ; 

d ¿ = 0/0,36) (1/500) 

Substituyendo en la Ec. 5.3— 18 se obtiene 

= 1/2(0,36) (500) - 1 = 89 (5.3-21) 

Este resultado pone de manifiesto que, lejos de la pared del tubo, el transporte molecular 
de cantidad de movimiento es despreciable en comparación del transporte de remolino. 

$5.4 EL TENSOR DE CORRELACIÓN DE SEGUNDO ORDEN Y SU 
PROPAGACIÓN (LA ECUACIÓN DE VON KÁRMÁN-HOWARTH). 1 ' 2 

En § 5.2 se ha visto que el ajuste de tiempo de la ecuación de movimiento con¬ 
duce al tensor de esfuerzo de Reynolds, cuyos componentes son pv/v/. Las magni- 
tu des v 'j y v'j son las fluctuaciones de velocidad en las direcciones / y j en un punto, 
y v/iíj es una medida de la «correlación» entre las fluctuaciones. 

En las dos últimas décadas se ha trabajado intensamente para establecer las 
correlaciones entre las fluctuaciones en dos puntos. Estas magnitudes, que se pueden 
medir, dan el tamaño y la orientación de los remolinos. En el estudio que sigue 
se representan las fluctuaciones en el’ punto B’ mediante una sola comilla y las del 
punto B" por dos: 

p'v/' = el componente ¡ de un vector que describe la correlación de la fluc¬ 
tuación de presión en B' con la fluctuación de velocidad en B" 
en la dirección /. 

el componente ij de un tensor de segundo orden que describe la 
correlación de las fluctuaciones de velocidad en B’ y 8". 

el componente ijk de un tensor de tercer orden que describe la 
correlación de dos fluctuaciones de velocidad en B' con una en 8". 

Se ha estudiado ampliamente el comportamiento de estas correlaciones para 
la turbulencia ¡SOtrÓpica homogénea en un fluido para el cual i = 0; aquí se consi¬ 
dera solamente este caso, que es el más sencillo de todos. Se define la turbulencia 

1 T. von KÁRMÁN y L. Howarth, Proc. Roy. Soc. (London), A164,192-215 (1938). 

2 G. I, Taylor, Proc. Roy. Soc. (London), A 151, 421-478 (1935). 


« = 
ÍW' = 


(5.3-19) 

(5.3 -20) 
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isotrópiea como la condición en virtud de la cual el valor de tiempo ajustado de 
una función de los componentes de la velocidad y sus derivadas espaciales en un 
determinado punto, definido con respecto a un cierto sistema de ejes, permanece 
invariable si los ejes se rotan o reflejan en un plano que pasa por el origen; con¬ 
cretamente, iij'2 = v-¿ 2 = v-}' 2 (0 sea, = i’'? 1 y V\ví = V 2 V 3 =5 V\Vi = 0. La tur¬ 
bulencia homogénea se define como el estado para el cual las distintas magnitudes 

de tiempo ajustado, son independientes de la posición; en particular, v' 2 = v" 2 . 
Se ha encontrado3 que se puede conseguir aproximadamente una turbulencia ¡so¬ 
trópica homogénea local con v = 0, en el flujo detrás de una rejilla uniforme, si se 
considera que el sistema coordenado se mueve con la velocidad de la corriente. 

A continuación se definen correlaciones adimensionales para la turbulencia 
isotrópiea : 


Pi 

Pii 

Tiik 




Vi'VlW 

(v' 2 f 


(5.44) 

(5.4-2) 

(5.4-3) 


Es preciso deducir una ecuación de variación para el tensor de correlación de se¬ 
gundo orden R tí . Para ello, se utiliza el siguiente procedimiento: 


0 , 0 ) 
BT(x{, 0, 0) 



Fig. 5.4-1. B' y B" están ambos so¬ 
bre el eje X\, siendo = r, =0 


B'(x{, xj, x 3 ') 



Fig. 5.4-2. Localización arbitraria 
de B' y B”, siendo los componentes 

de r Et. f 2 > £ 3 . 


3 A. A. townsend, The Slructure of Turbulent Shear Flow, Cambridge University Press (1956). 

p.p. 33 y SS. 
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a. Para cada una de las tres correlaciones P¡, R y T ilk , (i) se hallan, mediante 
la condición de isotropía, los componentes que no desaparecen, cuando tanto £' 
como B" están sobre el eje X\ (véase Fig. 5.4-1); (ii) se establece la forma general 
de la correlación que ha de garantizar que la correlación está dotada de las adecuadas 
propiedades de transformación; (iiij se aplica la ecuación de continuidad para 
obtener relaciones entre los componentes que no desaparecen. 

b, Se utilizan después las ecuaciones de Navier-Stokes para obtener la ecuación 
de von Kármán-Howarth que describe la correlación de segundo orden. 

En la deducción se representa la localización de B ' mediante las coordenadas 
x' { y la de B" por las coordenadas x". La distancia de B ' a B" se designa mediante 
el vector f de componentes f. = x¡" — X¿. (Véase Fig. 5.4-2.) 


La correlación P. 

Consideremos primeramente el caso especial en el que tanto B' como B'' están 
sobre el eje x\. Debido a la isotropía p'v 3 = p'v 3 =¡ 0, puesto que estas magnitudes 
cambian de signo cuando los ejes rotan 180° alrededor del eje xj. Los demás com¬ 
ponentes, debido a la isotropía, serán a lo sumo una función de r y i; por lo tanto, 
para las posiciones de B' y B" que se indican en la Fig. 5.4— 1, se puede escribir 


^- A s < r *o ' (5.4-4) 

Vp'V* 

Una expresión vectorial que simplifica la Ec. 5.4—4 para i = 1, es 

P t = -0= « s(r, i) ^ (5.4-5) 

VpV 2 r 

lo cual da también P 2 =Pi =0. Puesto que esta expresión se transforma de igual 
forma que un vector, es la expresión general de P. cuando B' y B" están localizados 
arbitrariamente. 

Utilizamos ahora la ecuación de continuidad en el punto B", que es 


°d»¿ 

A dx" 


0 


(5.44) 


Como p' depende solamente de x ■ y t, se puede introducir p' en la Ec. 5.4-6 para 
obtener (después del ajuste de tiempo) 
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Introduciendo después la Ec. 5.4-5 en la Ec. 5.4-8 se llega a la siguiente ecuación 
diferencial para s(r, t): 

— + 2 - =0 (5.4-9) 

dr r 

cuya solución es s = C/r 2 , Como s(r) no se hace infinito cuando r = 0, la constante 
de integración C tiene que ser cero. Por consiguiente, s(r) = 0, y se llega a la con¬ 
clusión de que 

Pi = 0 0 p'v■' = 0 para i = 1, 2, 3 (5.4—10) 

No existe, pues, correlación entre la fluctuación de presión en un punto y la fluc¬ 
tuación de velocidad en un punto contiguo. 

La correlación R.¡ 

Consideremos de nuevo el caso especial de que B' y B" están ambos sobre el 
eje xp Teniendo en cuenta la isotropía: 

v\v "2 = v\v"i = 0 ya que estas magnitudes cambiarían de signo al girar 180° 
alrededor del eje X\. 

v'iv "3 = v\v"i = 0 puesto que cambiarían de signo al reflejarse en el plano X\X$. 

Los demás componentes no nulos son funciones de r y t. Por consiguiente, se 
puede escribir 

R U = S =/(r, i) (5.4-11) 

v 12 

Rji = Vj =ér = g(r, t) j = 2 , 3 ( 5 . 4 - 12 ) 

v 

Cuando B’ y B" están los dos sobre el eje Xp la matriz de es de la forma siguiente : 

/ 0 0 

\\Ri,\\= 0^0 (5.4-13) 

0 0 £ 

Esta matriz puede seoararse en dos partes: 

£00 f-g 00 

MI =0^0 + 0 00 (5.4-14) 

0 0 £ 0 0 0 
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La expresión del tensor de segundo orden que se transforma en las Ecs. 5.4— 11, 
12 para Ru, R 22 y Ri 3 , y da también R.. = 0 para i ^ j, es 

Ru = g(r, t)ó {j + [ f(r, t) - g(r, t)]^ (5.4-15) 

r 

Puesto que esta expresión se transforma como un tensor de segundo orden, es la 
expresión general de R^ cuando B’ y B" están localizados arbitrariamente. 

Utilizando la ecuación de continuidad en B" (Ec. 5.4—6), se puede escribir 
(después de multiplicar por v'.) 


I — *,V 

A dx- 


Dividiendo por v' 2 y efectuando el ajuste de tiempo, se obtiene 


(5.4-16) 


o bien 


2 rr-Ru = o 

<=1 oxí 


3 a 
2 — 


R ti » 0 


ir* 

2 dr 


Substituyendo la Ec. 5.4-15 en esta última expresión se llega a 

f~g-- 

que pemiite expresar la Ec. 5.4— 15 totalmente en función de f(r, t): 


(5.447) 

(5.4-18) 


(5.4-19) 


(5.4-20) 


De esta forma, se han expresado todos los componentes R ¿ • mediante la función 
escalar A r > 0 , 


La correlación r* 

Consideremos una vez más el caso especial en el que B' y B" están sobre el eje X\. 
Por razones de isotropia, análogas a las utilizadas anteriormente, se puede demos¬ 
trar 1 que existen en este caso siete componentes no nulos que pueden expresarse 
mediante tres funciones escalares: 
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= Xr. O (5.4-21) 

T -22 = Tías = T m = T m = m(r, O (5.4-22) 

tm = T 331 = h(r, t) (5.4-23) 

De forma que cuando B‘ y B" están ambos sobre el eje xq, la matriz de T t j k es de la 
forma siguiente : 

(5.4-24) 


k 





Esta matriz puede dividirse en cuatro partes: 


(5.4-25) 



Todos los cubos que no están señalados son cero. Por lo tanto, una expresión ade¬ 
cuada del tensor de tercer orden, que reproduce la Ec. 5.4-25, es 

& = - + m6 * - + md ik — + (n — h — 2 m) (5 4 . 26) 

r r r r 3 

Teniendo en cuenta que esta expresión se transforma como un tensor de tercer 
orden, representa la expresión general de T^ k cuando B' y B" están localizados 
arbitrariamente. 

Aplicando la ecuación de continuidad, de forma análoga que en los dos casos 
precedentes, se llega a la conclusión de n = — 2h y m = ~ h — \ r(dhjdr), lo que 
permite expresar la Ec. 5.4-26 totalmente en función de h: 
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r m , H, £+(-*-!'£) ( J - 7 + <^) + (-* + -1)^ 


(5.4-27) 

Vamos a deducir ahora una ecuación para R ijt a partir de la ecuación de Navier- 
Stokes, para el caso de que 6 = 0. En el punto B‘ el componente i de la ecuación 
de movimiento es 


.JE*' (5.4-28) 

ot dx/ p dx / dx / a 

Al multiplicar esta ecuación por \ k " y proceder al ajuste de tiempo (utilizando el 


hecho de que p'v k " = 0 ), se obtiene, 


„dv i ' _ d d 2 — 7-77 


(5.4-29) 


En este caso se ha utilizado la ecuación de continuidad ¿MldXj = 0 . 

Una multiplicación análoga por v’ i del componente k de la ecuación de movi¬ 
miento en B" y el ajuste de tiempo, conduce a 


(5 4-3°) 

Sumando estos dos resultados se obtiene 

| 7% k - (0*2, ^ (T iik + T kii ) = ~~ 2 R ik (5.4-31) 

Esta ecuación de R if¡ contiene también la correlación de tercer orden T i;k . De igual 
forma, una ecuación de Tijk sólo puede expresarse en función de una correlación 
de cuarto orden, y así sucesivamente. 

Es decir, que resulta toda una «jerarquía» de ecuaciones para las funciones 
de correlación, y, por consiguiente, no es posible resolver con exactitud para 
hallar h ik . 

Se efectúa ahora la operación de «contracción» en la Ec. 5.4-31 (tomando 
i = k y sumando sobre i): 

! = 2 vV^^iRu 

dt 


(5.4-32) 
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(3 + r^jf (5.4-33) 

= _íí(4 + r|-)/i (5.4-34) 

Estas expresiones se substituyen en la Ec. 5.4—32, [en la que 3 2 /df, 2 se ha re¬ 
emplazado por su equivalente en coordenadas esféricas: d 2 /dr 2 + (2/r) d¡dr] con 
lo que, después de efectuar algunas simplificaciones, se obtiene: 





0- (5.4-35) 



Fig. 5.4-3. Descripción gráfica de la forma de las funciones /, g, h. La microescala de Taylor 
de turbulencia es la intersección sobre el eje r de una parábola que ajusta la curva g(r) para valores 
pequeños de f, 

La integración de esta ecuación indica que la expresión que esta entre corchetes 
es igual a C¡r\ siendo C una constante de integración. Como [ ], no se hace infinito 
cuando r -*■ 0, C tiene que ser cero, y por lo tanto, se obtiene finalmente 
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que es la ecuación de von Kármárt-Howarth para la función de correlación de se¬ 
gundo orden f (r, t). Las medidas de f li y v' 2 , realizadas con un anemómetro de 
alambre caliente, indican que esta ecuación se cumple dentro de los errores experi- 
mentales.4 Basándose en esta concordancia entre la teoría y las medidas experimen¬ 
tales, algunos autores 4 5 6 7 8 9 justifican la utilización de la ecuación de Navier-Stokes 
como punto de partida para la descripción del flujo turbulento. En la Fig. 5.4-3 
se indican las formas generales de las funciones fgyh. La integral bajo la curva/(r), 
f» 

es decir, /(r) dr, es una medida del tamaño de remolino, que se conoce con el 

Jo 

nombre de escala de turbulencia. Se ha dedicado una considerable atención al estudio 
de la Ec. 5.4-36 o su transformador de Fourierf^' habiéndose obtenido varias 
soluciones límite que han contribuido al mejor conocimiento de la estructura de la 
turbulencia. Para una más amplia información, el lector debe acudir a los trabajos 
originales, así como a diversos libros dedicados al estudio de la turbulencia. 3.7.S.9 


Ejemplo 5.4-1. Caída de turbulencia detrás de una rejilla 


Tómese r = 0 en la ecuación de von Kármán-Howarth y hállese una ecuación para 
la variación de v' 2 con el tiempo (es decir, la «caída» de la intensidad de turbulencia). 
Utilícese la expresión de Taylor para Ja microescala de turbulenciaa, con el fin de realizar 
una integración de la ecuación de caída. 

Solución. Cuando r = 0, se tiene que f= 1 y h = 0. Puesto que f(r, t) es una función 
de orden par de r. 


y 


( 5 . 4 - 37 ) 



(5.4-38) 


Por lo tanto, para r = 0, la Ec. 5.4-36 se hace 



- !>'* 

10v/ 0 'l/ , m — lOr 


(5.4-39) 


en la que se ha introducido la longitud X, que se denomina «microescala de turbulencia» 
de Taylor y cuyo significado geométrico se indica en la Fig. 5.4-3. 


4 R. W. STEWART, Proc. Camb. Phil. Soc., 47, 146-157 (1951). 

5 A. A. TownsenD, op. cit., p. 35. 

6 T, von KÁrmÁN y C. C. LlN, Advanced Applied Mechanics, Academic Press, vol. II (1951). 

7 G. K. Batchelor, The Theory of Homogeneous Turbulence, Cambridge Úniversity Press 
(1953). 

8 J. 0. Hinze, Turbulence, McGraw-Hill, Nueva York (1959). 

9 L. LANDAU y E. M. LlFSHlTZ, Fluid Mechanics, Addison-Wesley, Reading ( 1960 ), capítulo 3. 
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Mediante la aplicación del análisis dimensional al estudio de los datos de la caída de 
turbulencia, Taylor 2 propuso que A está relacionada con la separación M de las mallas 
de la red que produce la turbulencia, según la siguiente ecuación: 


£ 

M 



( 5 . 4 - 40 ) 


en la que A es una constante. Substituyendo esta expresión eh la Ec. 5.4-39 y reempla¬ 
zando d/dt por V(d/dx), donde V es la velocidad (uniforme) de tiempo ajustado del fluí- 
do, se obtiene 


K-^tF 2 

dx 


lOw ' 2 ( 

nwy í ) 


(5.4-41) 


La integración de esta ecuación conduce a 


V 5 

—— - —— x + constante (5.4-42) 

Este comportamiento se ha observado experimentalmente para la caída de la intensidad 
de turbulencia con la distancia, detrás de una rejilla, habiéndose encontrado que A tiene 
un valor de 1,95 a 2,20. La idoneidad de la Ec. 5.4-42 lleva a la conclusión que la pro¬ 
puesta de Taylor de la Ec. 5.4—40 proporciona una útil información acerca de la rela¬ 
ción existente entre el tamaño del remolino y el espaciado de malla. 


CUESTIONES PARA DISCUTIR 

1. ¿Porqué no puede utilizarse laEc. 5.1-3 para hallar la fuerza resistente que actúa sobre 
la pared el tubo, evaluando el gradiente de velocidad en la pared? 

2. Definir la presión instantánea, la presión de tiempo ajustado y la fluctuación de presión. 

3. Discútase el significado físico de las curvas de la Fig. 5.1—5 en función de los términos 

[V • *<•>] y [V ■ t«>] de la Ec. 5.2-8. 

4. ¿ Qué relación existe entre el tensor *í» de § 5.4 y los esfuerzos de Reynolds de § 5.2? 

5. ¿La transición de movimiento laminar-turbulento tiene siempre lugar para el valor del 
número de Reynolds Re = 2,1 x 10 J ? 

6. Comparar el flujo laminar y turbulento en un tubo por lo que respecta a (a) el perfil de ve¬ 
locidad, ( b ) la relación de velocidad media a velocidad máxima, (c) variación de velocidad de 
flujo con la caída de presión. 

7. Resumir todas las suposiciones que conducen a la Ec, 5.3 — 12 (corrientemente denomina¬ 
da «perfil universal de velocidad»), 

8. Deducir la Ec. 5.3-16 por los dos métodos que se sugieren en el libro. 

9. ¿Por qué es de esperar que la función / de von Kármán-Howarth sea cero para valores 
grandes de r? 

10. La turbulencia para el flujo en un tubo, ¿CShomogénea o isotrópica? 

(Utilícense las Figs. 5.1-4 y 5, y las definiciones de§5.4.) 

11. Resumir las suposiciones inherentes a la ecuación de von Kármán-Howarth. 

12. Explicar cómo ha desaparecido el signo del valor absoluto al pasar de la Ec. 5.3-2 a la 

Ec. 5.3-5. 
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PROBLEMAS 

5.A, Caída de presión necesaria para la transición de flujo laminar a turbulento 

Un fluido de viscosidad 18,3 cp y densidad 1.32 g cm-3 circula por un tubo horizontal de 11 mm 
de diámetro. ¿Para que gradiente de presión (expresado en atm/m) comenzará el flujo a ser tur¬ 
bulento ? 

Respuesta: 414 atm/m. 


5.B] Distribución de velocidad para el flujo turbulento en mm tubería 

Por una tubería larga, recta, horizontal y lisa, de 15 cm de diámetro interno, circula agua, a 
20° C. El gradiente de presión a lo largo de la tubería es 0,040 atm/km. 
a. Hallar el esfuerzo cortante de pared Tq, expresado en atm. 

. b. Suponiendo que el flujo es turbulento, determinar las distancias radiales medidas desde 
la pared de la tubería, para las cuales 5/Cmax = 0,0, 0,1, 0,2, 0,4, 0,7, 0,85 y 1,0. Utilizar la 
Fig. 5.3-1 para los cálculos. 

c. Representar el perfil completo de velocidad, Ü/Ümax frente a j = R f, 

d. ¿Está justificada la suposición de flujo turbulento? 

e. ¿Cuál es la velocidad volumétrica de flujo? 


5.C2 Velocidad media de flujo para el flujo turbulento en m tubo 


Para el flujo turbulento en un tubo circular liso resulta a veces conveniente emplear la función 
ajustada mediante una curva: 1 



».,n 



(5.C-1) 


siendo los valores de n, para números de Reynolds del orden que se indican, los siguientes: 
Re = 4 x 103, „ = 6; Re = 1,1 x 105, n = 7; y Re = 3,2 x 10*>, ti a 10. Demostrar que la re¬ 
lación de la velocidad media a la máxima es 


<g.) _ 2 n' 

y», máx = (n+ 1X2* + 1) 


(5.C-2) 


y comprobar el resultado de laEc. 5.1-4. 

b. Obtener la relación de la velocidad media a la máxima mediante la integración de la 
Ec. 5.3 — 12 extendida a toda la sección del tubo (es decir, que se desprecia el error que se comete 
por no tener en cuenta la subcapa laminar). ¿En que se diferencia la forma de este resultado del 
obtenido en el apartado (a)? 


5 .D 2 Distribución de velocidad en |]H canal rectangular 

Un fluido circula en la dirección z por un canal rectangular de semiespesor Alen la dirección 
y) con flujo turbulento totalmente desarrollado. Se supone que el canal es muy ancho en la di¬ 
rección x, de forma que ti, = Ó, (jO. 


1 H. Schlichting, Grenzschichttheorie, Braun, Karlsruhe (1951), pp. 364-366. 
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O, Demostrar que la ecuación que describe el núcleo turbulento de acuerdo con la hipótesis 
de semejanza de von Kárrnán, es 


_ Y , ( dvjdy ) 4 
T *J,~ pKi (d'vjdy')' 


0 < y < h 


(5.D-1) 


siendo t 0 el esfuerzo cortante de pared, e y la distancia medida desde el plano medio del canal. 
b. Integrar la Ec.5.D — 1 para demostrar que la distribución de velocidad está dada por 


P»,mn - g. 


k, _ ( jhj + i 


0<y<h 


(5.D-2) 


en la que v^ = V'tJp- (Nora: Al efectuar la integración ha de utilizarse la condición limite ficti¬ 
cia de que dvjdy = — oo para y = Expliqúese.) 

c. ¿Es plano el perfil de velocidad ti,(_>') en el centro del canal (y = O)? 


5 JE 3 Perfil turbulento de velocidad en un tubo (Método de Pai ) 2 

En § 5.3 se ha demostrado que puede obtenerse alguna información acerca de la distribución 
de velocidad de tiempo ajustado, utilizando relaciones empíricas entre la densidad de flujo turbu¬ 
lento de cantidad.de movimiento y el gradiente de velocidad de tiempo ajustado. Otro camino con¬ 
siste en suponer una relación entre la densidad de flujo turbulento de cantidad de movimiento y 
la distancia. Esta suposición conduce generalmente a integraciones mucho mas sencillas. Consi¬ 
dérese, como ejemplo, el flujo en un tubo circular. 

a. Demostrar que, para el flujo turbulento en un tubo, las ecuaciones de movimiento de tiem¬ 
po ajustado se reducen a 


ve' _3? _ 1 1. 

P r dr r dr Tn 


(5.E-1) 

dp 1 0 / di 

° = -Tz +tt ;7r[ r J, 

r j r dr 

(5.E-2) 

b, Justificar el postulado de que f‘J’, v t ,y f 1 /, 1 son funciones de r (pero no de 

mostrar que esto lleva al resultado — dp/dz = A, una constante. 

c. Introducir los siguientes números adimensionales: 

d y z). De- 

, v. . r f“’ 

* = ' * = h’ T = 7¡ 

l R..-ÍW 

B 

(5.E-3,4,5,6) 

siendo v^= y t 0 el esfuerzo cortante de pared, 

consiguiente, expresarse así: 

Demostrar que la Ec. 5.E — 

2 puede, por 

„ „ 1 1 d l d<f>\ 

+ Re* f d£\ dí / 

"?Jí (ír) 

(5.E-7) 


siendo B una constante que está relacionada con A en una forma sencilla. Demostrar que integran¬ 
do una vez esta ecuación se obtiene 


2 S. 1. Pm.Víscous FIow Theory,vo\. II, Van Nostrand, Princeton(1957), pp. 41-44. 
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C 

i 


= 1 HA + _L ^ _ 

2 Bi + Re. di T 


(5.E-8) 


d. Determinar las constantes B y C utilizando las siguientes condiciones límites (expliqúese 
su significado físico): 


Para £ ~ 0: 

T = finito, 

d<j>jdi — finito 

(5.E-9) 

Para ¡ = 1: 

T = 0, 

d<f>¡di = Re, 

(5.E- 10) 

y demostrar que la Fe. 5.E—8 se hace finalmente 




« „ 1 di> 

0 = ( + — - — — T 

Re. di 


(5.E-11) 


e. La Fe. 5.E— 11 puede integrarse si se expresar en función de f. Teniendo en cuenta la 
Fig. 5.1—5 se puede sugerir la siguiente función: 


r = 8B- • ;f/_ {»"-») (5.E12) 

siendo £^1 y «un número entero positivo muy grande. ¿Porque es éstl una elección satisfac¬ 
toria? Demostrar que laEc.5.E— 12 conduce a la siguiente distribución de velocidad: 





*_.U-/-LH-U 

\(n — 1)« + 1/ \(n- iy+1/ 


que cumple las condiciones límite en la pared. 
/. Demostrar que la velocidad media es 


(SE-13) 


<v.) _ «[(« - l)e + 2] 

v,,m¿x ”2(n + 1X(« - 1)« + u 


(5.E-14) 


Las constantes n y • con funciones del número de Reynolds. Pai encontró que (= 0,0161 y 
n = 33 para un número de Reynolds í„m ixRplp — 25 000 e indicó que se obtiene un buen ajuste 
de los datos experimentales aun cerca de la pared. 


5.F 3 D istríbución turbulenta de velocidad en un anillo^ 

Las medidas experimentales de perfiles 3 4 ' 5 sugieren que A (véase Fig. 5.F) para el flujo turbulento 
(por lo menos a elevados números de Reynolds) vale aproximadamente lo mismo que X para el 
flujo laminar. Se admite, por consiguiente, que para flujo turbulento 


3 D. M. Meter y R. B. Bird, A. I. Ch.E. Journal, 7, 41-45 (196 1). 

4 J. G. Knudsen v D. L. Katz. Fluid Dynamics and Heat Transfer, McGraw-Hil!, Nueva York 
(1958). 

5 R. R. RoTHFUS, tesis doctoral, Cárnegie Institute of Technology (1948); J. E. Walker, tesis 
doctoral, Carnegie Institute of Technology (1957); G. A. Whan, tesis doctoral, Cárnegie Institute 
of Technology G956). 
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(Véase Ec. 2.4-11.) Demostrar, siguiendo la deducción del ejemplo 5.3-1, que la distribución 
de velocidad en el anillo, para el mismo grado de aproximación, es. 


U;,Tn»X — i’. 


L T »_ V-. - K* (A-«)* 

KfcJ P J K r ” xR 


V 2í ra*x — V* 



Vi - X a ln 


R-XR 

R-r 


r < X 
r>X 


(5.F-2) 


(5.F-3) 


siendo r 0 = &p(R/2L), (Ap = caída de presión. £ = longitud del anillo). 



Fig. 5.F. Perfil turbulento de velocidad en un anillo. 


5.G 3 0tra deducción de la ecuación de decaimiento de Taylor 

Originalmente Taylor® dedujo la Ec. 5.4-39 por un camino distinto del expuesto en el ejemplo 
5.4-1. Aquí se presenta otra versión de la deducción de Taylor, debida a von Kármán y Howarth: 

a. Demostrar primeramente que 


3 —r~. ~ 

Vt Vl = -v * — 
dx¡ 

b. Derivar esta expresión con respecto a x/' para obtener 


ton' . 

T—, »i 

U%i 


Bv k Bv, _ 3 Bv k ‘ # _-- 

s*/ 3x, Vt = 0 bs, dt¡ 

c. Demostrar, a partir de (b), que cuando B' y B” coinciden 

£ü'Je¡* 

0X»' dx¡ \3í< 


(5.G-1) 


(5.G-2) 


(5.G—3) 


6 G. I. Taylor, Proc. Roy Soc. (London), A15I, 421-512 (1935). 
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d. Demostrar que, igualando la disminución de energia cinética detrás de una rejilla con j a 
«pérdida» de energía mecánica por disipación viscosa, para turbulencia isotrópica homogénea, 
se obtiene 




(5.G-4) 


e. Utilizar el. resultado del apartado (c) y la expresión de en función de / para evaluar jgj 
derivadas del apartado (d) y obtener la Ec. 5.4-39. 


5.H 3 Distribución de velocidad en un chorro turbulento plano 

El flujo turbulento sin existencia de una superficie que lo limita se denomina «turbulencia 
libre». Uno de los problemas más sencillos de flujo de cizalla en turbulencia libre es el del flujo 
en un chorro plano. (Véase Fig. 5.H.) 



Fig. 5.H. Chorro turbulento plano. 

La primera descripción de este sistema se basa en la teoría de longitud de mezcla de Prandtl, 7 en 
la que l se considera proporcional a x. En este problema se emplea una teoría algo más sencilla, 
basada en la utilización de la viscosidad de remolino.s.9 

a. Demostrar que la siguiente forma de los componentes de la velocidad está de acuerdo con 
la ecuación de continuidad: 


vJv = x-XF'(r¡) (5.H-1) 

5,/ v = {-lx- XF(rj) + r¡x m ^F'(t])]( t- 1 (5.H-2) 


i W. Toli.mikn, z . «Marti. Mech., 6,468-478 ( 1 9 2 6 ). 

8 H. Gortler, Z cutgéwh. Mech., 22 , 244-254 (1942). 

9 H. Schi.ichtinv., Bound.iry Layer Theory, McGraw-HiU, Nueva York (1955), capitulo 23, § 5. 
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en la que r¡ - a(y/x), siendo 0 una constante arbitraria y V una velocidad característica, todavía 
no especificada. 

¿.Demostrar que la Ec. 5.H—1 lleva a la conclusión de que la velocidad de flujo de la canti¬ 
dad de movimiento x a través de un plano (tal como «1» o «2») no varía con x. 

C, Demostrar que la ecuación de movimiento de tiempo ajustado, tomando vM =s /Mlp 
proporcional a *'/» (es decir, V (<) = kx'U), es 


. 85, 35. 

v -te +v '!¿ 


-kVZ 


5*v m 

8y* 


(5.H-3) 


d. Demostrar que, de acuerdo con el apartado (o), laEc. 5.H—3 resulta 

i(F')* + \FF" + ka'F" m 0 (5.H-4) 

Puesto que intervienen en un producto dos constantes arbitrarias k y a, se puede tomar arbitraria- 
koí 

mente que -y - sea igual a -J.de forma que la Ec. 5.H—'4 se reduce a 


1 1 d 

1 X + 7 X ( F ^ “ 0 

2 dr¡ 4 dr¡ 


(5.H-5) 


e. Demostrar que esta ecuación puede integrarse tres veces para obtener 


/ Si J se define como 


demostrar que 


F «= tanh r¡ 



y/i 

2 j 


J +o 


- tanh* i») 


(5.H-6) 


(5.H-7) 


(5.H-8) 


Si se toma para creí valor 7,67, este resultado conduce a un ajuste de datos bastante bueno para 
valores de r¡ hasta aproximadamente 1,5. Por encima de r¡ = 1,5 los valores de que se obtienen 
son demasiado altos. 



CAPÍTULO 6 


TRANSPORTE DE INTERFASE EN 
SISTEMAS ISOTÉRMICOS 

En los capítulos precedentes se ha visto cómo se pueden plantear y resolver pro¬ 
blemas dé flujo laminar, y se ha indicado que, la solución de problemas de flujo 
turbulento depende de la utilización de relaciones empíricas entre la densidad’ de 
flujo de cantidad de movimiento y los gradientes de velocidad de tiempo ajustado. 
Hasta aquí ,se han considerado siempre sistemas de geometría relativamente sen¬ 
cilla, ya que los problemas geométricamente complejos requieren un trabajo con¬ 
siderable para su solución, siendo preciso generalmente utilizar máquinas calcula¬ 
doras de gran rapidez. De todas formas, la determinación rigurosa de perfiles de 
velocidad para una columna de relleno por procedimientos analíticos o numéricos 
cae completamente fuera del tema. 

Muchos problemas ingenieriles de flujo pertenecen a uno de estos dos grandes 
grupos: flujo en conductos y flujo alrededor de objetos sumergidos. Ejemplos de 
flujo en conductos son el bombeo de petróleo por tuberías, flujo de agua en canales 
abiertos, extrusión de plásticos y flujo de un fluido a través de un filtro. Ejemplos 
de flujo alrededor de objetos sumergidos son el movimiento de aire alrededor de 
las alas de un avión, movimiento de fluidos alrededor de partículas en sedimentación 
y flujo a través de una bancada de tubos en un cambiador de calor. 

En los problemas de flujo en conducciones se trata generalmente de obtener la 
relación existente entre la caída de presión y la velocidad volumétrica de flujo. En 
los problemas de flujo alrededor de objetos sumergidos, lo que frecuentemente se 
desea conocer es la relación entre la velocidad de aproximación del fluido y la fuerza 
resistente. En los capítulos precedentes se ha visto que si se conocen las distribu¬ 
ciones de velocidad y presión en el sistema, se pueden hallar las relaciones que se 
desean én ambos casos. (Como ejemplo de los dos grupos que se consideran aquí, 
véanse las discusiones de §§ 2.3 y 2.6.) 

Debido a que para muchos sistemas que presentan gran interés en ingeniería 
no es posible calcular los perfiles de velocidad y presión, hay que recurrir a otros mé¬ 
todos para hallar la caída de presión en función del caudal y la fuerza resistente en 
función de la velocidad. Para ello, se utilizan algunos datos experimentales de estas 
variables Con el fin de construir gráficas o «correlaciones» que permiten estimar el 
comportamiento de flujo de sistemas geométricamente semejantes. Para el esta- 
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blecimiento de estas «correlaciones» resulta lógico y conveniente emplear variables 
adimensionales y tener en cuenta la discusión que se ha presentado en § 3.7. 

Este capítulo está dedicado a la obtención y uso de las gráficas del «factor de 
fricción». La discusión que sigue deberá de considerarse como una introducción 
al tema, pudiendo encontrar, si se desea, mucha más información en los manuales 
de ingeniería química, mecánica y civil. Las gráficas del factor de fricción se utilizan 
para resolver muchos problemas de gran importancia práctica, y es muy conve¬ 
niente que fel estudiante aprenda bien esta cuestión. 

§ 6.1 DEFINICIÓN DE FACTORES DE FRICCIÓN 

Vamos a considerar el flujo estacionario de un fluido de p constante en cada uno 
de estos dos sistemas: (a) el fluido circula por una conducción recta de sección uni¬ 
forme; (ó) el fluido circula alrededor de un objeto sumergido-qué tiene un’ eje o un 
plano de simetría paraleló a la velocidad de aproximación del fluido. El fluido ejer¬ 
cerá sobre las superfide$'sólidas una fuerza JF¡ que puede desdoblarse en dos: F s , la 
fuerza que ejercería el fluido aunque entuviese en reposo, y F k ,‘ la fuerza adicional 
relacionada con el comportamiento cinético del’ fluido (para uria más amplia dis¬ 
cusión de esta notación, véase § 2.6). Bit los sistemas de tipo (a), F k tiene la misma 
dirección que la velocidad media (p) ‘en la conducción,’ y en los sistemas de tipo (¿>), 
F k es de la misma dirección ‘que la velocidad de aproximación 

El valor de la fuerza F k puede expresarse arbitrariamente para ambos sistemas, 
como el producto de un área característica A, una energía cinética característica 
por unidad de volumen K y un número adimensional f denominado factor de fric¬ 
ción: e 


F k = AKf (6.1-1) 

Obsérvese que la Ec. 6.1— 1 no es una ley de mecánica de fluidos sino una defi¬ 
nición de/; es evidente, que para un determinado sistema de flujo f no está definido 
mientras no se especifiquen A y K. Esta definición resulta útil porque el número 
adimensional f puede expresarse mediante una función relativamente sencilla del 
número de Reynolds y la forma del sistema. Antes de presentar estas correlaciones 
adimensionales de f vamos a dar algunas relaciones para ver cómo puede obtenerse f 
para dos sistemas específicos, a partir de datos experimentales. 

Para el flujo en conducciones, generalmente se toma para A la superficie mo¬ 
jada y para K la magnitud $ p <v> 2 . Para tubos circulares de radio R y longitud L, 
f está definido por 


F k = {2nRm P m ( 6 . 1 - 2 ) 

Generalmente, la magnitud que se mide no es F k sino la caída de presión Po — p L 
y la ‘diferencia de altura Hq — h,. Aplicando un balance de fuerza al fluido entre 
0 y L en la dirección de flujo, cuando éste está totalmente desarrollado, se obtiene 
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F k = [(Po - Pl ) + Pg( h o - 

- (^o - (6.1-3) 

Eliminando F* entre las Ecs. 6.1-2 y 6.1-3 (para D =2 R), se obtiene 



(6.1-4) 


Esta ecuación muestra explícitamente cómo se calculafa partir de datos experimen¬ 
tales. El factor f se denomina a veces factor de fricción de Fanning. 1 

Para el flujo alrededor de objetos sumergidos, se toma generalmente, como área 
característica A, el área que se obtiene al proyectar el sólido en un plano perpen¬ 
dicular a la’velocidad de aproximación del fluido; y K se toma como ^ pv^, siendo 
Uoo la velocidad con que se aproxima el fluido al objeto, medida a una gran distancia 
de este. Por ejemplo, para el flujo alrededor de esferas de radio R, f se define por 


F k = (nR^pv^jf (6.14) 

Generalmente, la magnitud que se mide no es F k , sino la velocidad límite del objeto 
cuando cae en el fluido (esta velocidad límite es por lo tanto v,). Para la caída en 
estado estacionario de una esfera en el seno de un fluido, la fuerza F h se equilibra 
exactamente mediante la fuerza de gravitación que actúa sobre la esfera menos la 
fuerza de flotación (cf. Ec. 2.6-11): 

F k = f ttR 3 p esf g - I -rrR 3 pg (6.1-6) 

Eliminando F k entre las Ecs. 6.1-5 y 6.1-6, se obtiene 



Esta expresión puede utilizarse para calcular f a partir de datos experimentales de 
velocidad límite. El coeficiente de fricción definido en las Ecs. 6.1-5 y 7 se deno¬ 
mina a veces coeficiente de resistencia y se representa por el símbolo c D . Vemos que 
los coeficientes de resistencia para objetos sumergidos, y los factores de fricción 
para el flujo en conducciones, se definen de la misma forma; por lo tanto, es pre¬ 
ferible utilizar un solo símbolo y un solo nombre para designar ambos. 


§ 6.2 FACTORES DE FRICCIÓN PARA EL FLUJO EN TUBOS 

Vamos a combinar ahora la definición de f de la Ec. 6.1-2 con el análisis di¬ 
mensional de § 3.7, con el fin de ver de qué variables depende f. Consideramos 

1 La definición de / varia de unos libros a otros y por consiguiente hay que tener mucho cui¬ 
dado al utilizar fórmulas y tablas en las que intervengan factores de fricción. 
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como sistema una longitud L de tubería lisa horizontal, tal como se indica en la 
Fig. 6.2— 1. La discusión se limita al flujo estacionario 1 de un fluido de p y p cons¬ 
tantes, que circula con una velocidad media <v>. Se supone que se conoce la presión 



Fig. 6 .2-1. Sección de una tubería para el tratamiento de análisis dimensional. 

s 

Pq para r = 0 y z = 0 , así como también la distribución de velocidad en el plano 
z = 0. Para z < 0, es evidente que la distribución de velocidad depende de la natu¬ 
raleza del sistema de flujo. Si esta parte de la tubería es muy larga, v, para z = 0, 
corresponderá al perfil de velocidad totalmente desarrollado y será independiente 
de z para z > 0. Si la porción de tubería correspondiente a z < 0 es muy corta, 
o no existe, v, dependerá de z para z > 0. 

La fuerza del fluido sobre la pared interna de la tubería, tanto para flujo laminar 
como turbulento, viene dada por 




( 6 . 2 - 1 ) 


Igualando las Ecs. 6.2-1 y 6.1-2 se obtiene la siguiente expresión para el factor 
de fricción : 


/ = 


JT(-3) Rdedz 

Jo Jo \ zLLjs^M. 

C 2nRL)(ip(v > 2 ) 


( 6 . 2 - 2 ) 


Se introducen ahora las magnitudes adimensionales de la sección $3.7: v* = vj<v>, 


l En el tratamiento que sigue se considera que la presión y la velocidad son de tiempo ajus¬ 
tado. Para abreviar se han suprimido los trazos colocados sobre las variables (véase §5.1). 



TRANSPORTE DE INTERFASE EN SISTEMAS ISOTÉRMICOS 6-5 

r* = rjD, p* = (p — Po)IP<v> 2 3 , y Re = D<v>g¡p. Por tanto, la Ec. 6.2-2 puede 
escribirse 

/ = 

Esta relación es válida para flujo laminar o turbulento en tubos circulares. Resulta, 
por tanto, que para sistemas de flujo en los que la resistencia depende exclusiva¬ 
mente de fuerzas viscosas (sin resistencia ¿e forma) el producto /Re es esencial¬ 
mente un gradiente adimensional de velocidad promediado sobre la superficie. 

Recordemos ahora que en principio (dr*¡dr*) puede calcularse a partir de las 
Ecs. 3.7-12 y 13 juntamente con las condiciones límite 

para T* = 1/2 v* = 0 (6.2-4) 

para z* ~ 0 v* = una función conocida de r* y 6 (6.2-5) 

para z* = 0 p* = Q (6.216) 

Si se resolviesen las Ecs. 3.7-12 y 13, con estas condiciones límite, para obtener 
p* y v*, las soluciones serían necesariamente de la forma 2 

V* = v*(r*, 6, z*; Re) ¡ (6.2-7) 

P* = p*(r*, 6, z*\ Re) (6.2-8) 

0 sea que la dependencia funcional incluirá todas las variables reducidas y el úni¬ 
co grupo adimensional que aparece en las ecuaciones diferenciales. No se introduce 
ningún grupo adimensional debido a las anteriores condiciones límite. En conse¬ 
cuencia, dv*¡dr* dependerá solamente de r*, 0, z*, y Re. Cuando se evalúa el gra¬ 
diente para r* = 1/2 y se integra sobre z* y 0, el resultado depende solamente de 
Re y LjD (que aparece en el límite superior al integrar sobre z*). Por consiguiente, se 
llega a la conclusión de que 


Mjít (62 _ 3) 

7r L Re *'o Jo \ dr* / r « = j 


/ = /(Re, L¡ D) (6.2-9) 

Es decir, que el factor de fricción depende solamente del número de Reynolds y de 
la relación longitud a diámetro.3 

Si en el plano z = 0 el perfil de velocidad está totalmente desarrollado, dv*¡dr* 
es independiente de z*. Efectuando la integración sobre z* en la Ec. 6.2-3 se obtiene 


2 Como en esta discusión se considera el flujo de un.fluido de p constante en una tubería total¬ 
mente llena (es decir, sin superficie libre), la gravedad no influye sobre la distribución de velocidad 

adimensional. Por consiguiente, en este caso no es preciso tener en cuenta el número de Froude, Fr. 

3 Se puede obtener el mismo resultado sin utilizar ninguna ecuación diferencial, con tal de con¬ 

siderar una serie de variables que sean suficientes para especificar la situación física. De acuerdo 
con el «teorema de pi, de Buckingham», la relación funcional existente entre q magnitudes, cuyas 
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LID; este factor se elimina con el factor DjL que aparece delante de la integral. Por 
consiguiente, en este caso, f es independiente de LID,y 

f—f (Re) (6.2-10) 


Si el perfil de velocidad no está totalmente desarrollado en el plano z = 0, pero la 
longitud de entrada es muy pequeña con relación a L, la integral sobre z* será muy 
aproximadamente igual a LjD, y la Ec, 6.2-10 constituye una buena aproximación. 
Se llega por lo tanto a la conclusión de que la Ec. 6.2-10 es válida cuando (a) el 
perfil de velocidad está totalmente desarrollado o cuando (b) L¡D 1. 

Las Ecs. 6.2-9 y 10 son resultados útiles que sirven de guía para la presentación 
sistemática de datos de velocidad volumétrica de flujo frente a la caída de presión, 
para el flujo laminar y turbulento en tubos circulares. Es decir, que para tubos largos 
sólo es preciso representar una única curva de f frente a la combinación D<v>p¡fi. 
Pitnsese que esto es mucho más sencillo que representar separadamente la pérdida 
de presión frente a la velocidad volumétrica de flujo para valores separados de D, p 
y que es lo que haría el no iniciado. 

Existe una amplia información experimental acerca de la pérdida de presión con 
la velocidad media (o velocidad volumétrica de flujo) y por consiguiente se puede 
calcular f a partir de datos experimentales mediante la Ec, 6.1-4. Representando f 
frente a Re para tubos lisos se obtienen las curvas de trazado’ continuo que se indican 
en la Fig. 6.2-2. Estas curvas reflejan el comportamiento laminar y turbulento para 
el flujo de fluidos en tubos circulares, largos y lisos., 

Obsérvese que la curva laminar de la gráfica del factor de fricción no es más 
que una representación gráfica de la ley de Ifagen-Poiseuille correspondiente a la 
Ec. 2.3 -18. Esto puede verse substituyendo una de las <v> del denominador de 
la Ec. 6.1-4 por la expresión de <v> de la Ec, 2.3-18. De esta forma, se obtiene 
para el flujo laminar en tubos largos 


\6_ Re < 2,1 x 103 

Re Re > 2,1 x 10 3 


estable 

generalmente 


inestable 


( 6 . 2 - 11 ) 


unidades pueden expresarse en función de u unidades fundamentales, viene dada en función de 
q — u grupos adimensionales (los grupos ti). Si se desea obtener la forma funcional que relaciona 
Po" Pl, p> <v>, p, D, y L tendremos 


Po <!>)[=] It' 1 D(=]l 

p[=]m/- 3 /i[=l*r l r l L[=]l 


Por lo tanto, q- 6 y « = 3. Como gmpos adimensionales independientes se pueden elegir los 
tres siguientes 


n,= 


Po ~ Pl 
\p(vP 




La elección de estos gmpos es arbitraria. Cualquiera de ellos puede substituirse por el producto 



Ftctor de fricción / 


1,0 


0,6 


0,2 



Númem de Reynolds Re — /)<!>> 


Fig. 6.2-2. Factores de fricción para el flujo en tubos (véase la definición de f en las Ecs, 6.1-2 y 6.1-3). [Curvas de L. F. 
Moody, Trata, ASME, 66,671 (1944) presentadas por W. L. McCabe y J. G. Smith, en Unit Opemtions of Chemical Engi- 
neering, McGraw-HiÚ, Nueva York (1956)]. 
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siendo Re = D<v>p(p ; esta ecuación corresponde exactamente a la línea laminar 
de la Fig. 6.2-2. 

La curva análoga para flujo turbulento de la gráfica del factor de fricción, se 
ha obtenido a partir de datos experimentales. También se puede calcular la curva 
de / frente a Re a partir de alguna de las distribuciones de velocidad en flujo tur¬ 
bulento que se han dado en el Capítulo 5; este tema ha sido tratado ampliamente 
por Schlichting.4 Aquí consideraremos solamente la distribución turbulenta de 
velocidad más sencilla, es decir, la ley de la potencia (1/7): 

( 6 . 2 - 12 ) 

\ [l / 

en la que v* = Vtq //> = V{po — p L ) RjlLp y s = R — r. El lector puede comprobar 
que la velocidad media es 

^ = (0,817X8,56) (6.2-13) 

t>» \ p 7 

Forzando la Ec. 6.2-13 a que adquiera la forma de la Ec. 6.1-4, se obtiene para 
el flujo turbulento en un tubo 


o bien 


1 v *) 

f _ ( ... * \ 

ri 

(D{v) P \- 

Vv,y 

' ~ \(8,56) 7 (0,817) 7 J 

i p ) 


„ 0.0791 21 x 1q3 < Re < 1q5 

J Re 


(6.2-14) 

(6.2-15) 


Esta ecuación, conocida como fórmula de Blasius, es satisfactoria para valores del 
número de Reynolds hasta 10 5 y resulta útil para estimaciones. Utilizando expre¬ 
siones más exactas para la distribución de velocidad pueden obtenerse relaciones 
algo más exactas entre / y Re. (Véase problema 6. J.) Para la mayor parte de los 
cálculos ingenieriles en los que interviene flujo turbulento deberá de utilizarse sim¬ 
plemente la gráfica de la Fig. 6.2-2, puesto que en ella se resumen los datos expe¬ 
rimentales en tubos. 

Si los tubos circulares son rugosos, se necesita en la región turbulenta una caída de 


de uno de ellos (elevado a una potencia cualquiera) por cualquiera de los otros elevado a cualquier 
potencia. El teorema de n nos indica que la relación general debe ser de la forma 

Filian,, n 3 ) = o o n, = 001,, n 3 ) 

El teorema de pi tiene el inconveniente de que no selecciona las variables ni determina su impor¬ 
tancia relativa; por esta razón, es preferible utilizar la técnica que se sigue en este libro. Para una 
mayor información sobre el teorema de pi, véase W. H. McAdams, Heat Transmission, McGraw- 
Hill, Nueva York (1954), tercera edición, capítulo 5. 

4 H. Schlichting, Boutldary Layer Theory, McGraw-Hill, Nueva York (1955), capítulo XX. 



TRANSPORTE DE INTERFASE EN SISTEMAS ISOTÉRMICOS 6-9 

presión más elevada, para una determinada velocidad de flujo, que la que indica la 
línea de trazo continuo de la Fig. 6.2-2. Si se representa por k la altura de las pro¬ 
tuberancias, es de esperar que en la correlación intervenga la «rugosidad relativa» 
k¡D. Las líneas de puntos corresponden a las curvas de f frente al Re para distintos 
valores de kjD, Obsérvese que la rugosidad tiende a hacerse aproximadamente 
constante a elevados números de Reynolds. El parámetro k¡D no es suficiente para 
definir la forma y distribución de la rugosidad. 

Si los tubos no son circulares se puede utilizar un «radio hidráulico medio» 
empírico, definido por 


R h = S/Z (6.2-16) 

siendo S la sección de la corriente y Z el perímetro mojado. Para el flujo turbulento, 
puede utilizarse como aproximación la Ec. 6.1-4 y la Fig. 6.2-2, substituyendo 
el diámetro D del tubo circular por 4 R h . Es decir, que se calcula la pérdida de pre¬ 
sión mediante la fórmula 


£o=£¿= (L)f 

\p{vf \rJ 


(6.2-17) 


y se obtiene f a partir de la Fig. 6.2-2, utilizando el número de Reynolds definido 

por 


Re.. = 


(6.2-18) 


Este empirismo no es recomendable para el flujo laminar. (Véase problema 6.L.) 


Ejemplo 6.2-1. Diferencia de presión necesaria para mm determinada velocidad de flujo 

¿ Qué gradiente de presión se requiere para lograr que laN,N-dietilanilina(C 6 H 5 N(C 2 H 5 ) 2 
circule por un tubo circular, horizontal, liso, de 3 cm diámetro intemo, con una veloci¬ 
dad volumétrica Q = 1,1 litros/seg a 20” C? A esta temperatura la densidad de la dieti- 
lanilina es p =0,935 g cm-s y su viscosidad p = 1,95 cp (o 1,95 v 10 -2 g cm -1 seg -1 )- 
Solución. Se calcula en primer lugar el número de Reynolds para el flujo 


D(u)p DQp 4 Qp 

p (7rLPI4')p i rDp 

4(1 100 cm 3 sec _1 X0,935 g cm 3 ) ^ ^ x jn4 

“ *<3 cmXl,95x 10~* g cm -1 sec -1 ) " 2,24 ^ 


(6.249) 


En la Fig. 6.2-2 se encuentra que para este número de Reynolds el valor de f para tubos 
lisos es 0,0063. Por consiguiente, el gradiente de presión necesario para mantener el flujo, 
de acuerdo con la Fe. 6.1-4, es 
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Po ~ Pl 
L 


4 1 

d'i p<v) f 



_32 P Q*f 

(32)(0,935)(1100) 2 (0,0063) 

ss 95 (dinas cm -! )/cm 
= 0,071 (mm Hg)/cm 


( 6 , 2 - 20 ) 


Ejemplo 6.2-2. Velocidad de 'flujo paca una determinada diferencia de presión 

Determinar la velocidad de flujo, en kg por hora, de agua a 20 ° C, a través de una 
tubería horizontal de acero, schedule 40, de 8 pulgadas (diámetro interno 20.27 cmj y 
305 m de longitud, bajo una diferencia de presión de 0,21 kgcm -2 . Utilícese la Fig 6.2-2, 
y supóngase que k¡D = 2,3 X 10 -4 . 

Solución. Puesto que se conoce p 0 — se puede utilizar la Ec. 6.1-4 y la Fig. 
6.2-2 para hallar <v>. Sin embargo, la variable <v> interviene de forma explícita en el 
primer miembro de la ecuación e implícitamente en el segundo en fique depende de Re = 

= D<v>p/fj,). Es evidente que la solución ha de hallarse por tanteo. No obstante, si Hay que 
calcular varios valores de <j;> ) es preferible utilizar un método mas sistemático. Aquí se 
sugieren dos métodos. Como los datos experimentales se presentan con frecuencia en 
forma gráfica, es conveniente que el estudiante de ingeniería se acostumbre a desarrollar 
métodos especiales, tales como los que se describen aquí. 

Método A. Puede utilizarse la Fig. 6.2-2 para construir una representación grá¬ 
ficas de Re frente al número Re [/f que no contiene <D>; 


„ , /7 D<v>P / (Po ~ Pi) D _ D P / (Po ~Pi) D 
C ■' ft V 2Lp(v)^ ft V 2 Lp 


( 6 . 2 - 21 ) 


El término de Re j// se puede calcular, y el número de Reynolds se puede leer en el grá¬ 
fico de Re frente a Re (//. La velocidad media y la velocidad de flujo pueden calcularse 
a partir del valor de Re. 

Método B. Puede utilizarse directamente la Fig. 6.2-2 sin ninguna otra representa¬ 
ción, mediante un procedimiento que es equivalente a la resolución gráfica de dos ecua¬ 
ciones simultáneas. Las dos ecuaciones son 


/=/(Re, k/D) curva representada en la Fig. 6.2-2 

(Re I /f) 2 

f = -una linea recta de pendiente -2 en una representación log-log 

iVv 


( 6 . 2 - 22 ) 

(6.2-23) 


5 U na representación gráfica análoga ha sido propuesta por T. von Kármán, Nachr. Ges. 
Wiss. Gbttingen, Fachgruppm, 1,5, 58-76 (1930); véase por ejemplo, W. L. McCabe y J. C. Smhh, 

Unit Operatlons of Chemical Engineering, McGraw-Hill, Nueva York (1956), p. 72. 
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El procedimiento consiste en calcular Re j/ / mediante la Ec. 6.2-21 (para lo cual no es 
preciso conocer <v>) y representar la Ec. 6.2-23 en la gráfica de log f frente a log Re de 
la Fig. 6.2-2. El punto de intersección nos da el número de Reynolds del flujo, a partir 
del cual se puede calcular <v>. 

Para el problema que estamos considerando, tendremos 

p 0 - Pl= 0,21 (kg/ cm -2 ) 9,81(kg,„ m kg~> seg~ 2 )10 4 cm 2 m“ 2 
= 2,06.10 4 (kg„ m -1 seg- 2 ) 

D = 0,2027 m 

L = 305 m 

P = 998 kg,„m- 3 

P = 1,03 (cp) = ],03.10- 3 (kg m m -í seg- 1 ) 

Según las Ec. 6.2-21 

n^rr- D P A /(Po~Pí)D _ (0,2027) (998) ^ /(2.06.10 4 ) (0,2027) 
e J p V 2Lp " (1,03.10-3) V 2(305) (998) 

= 1,63.10 4 , adimensional (6.2-24) 

La línea de la Ec. 6.2 -23 para este valor de Re \ f pasa por f = 1,0 para Re = 1,63 x 10 4 
y por f ---■ 0,01 para Re = 1,63 x 10 5 . La intersección de la línea recta que pasa por estos 
dos puntos con la curva de la Ec. 6.2-22 para Ic/D = 0,00023 corresponde a la solución 
de las dos ecuaciones simultáneas: 

Re =~? = 2,4 xlO 5 (6.2-25) 

La velocidad de flujo de masa para tubos circulares es p <v> % D 2 / 4; por lo tanto, la 
Ec. 6.2 -25 queda así 

4h> 

Re = -tí- = 2,4 x 10 5 ( 6 . 2 - 26 ) 

irDp ’ 


Despejando w se obtiene 

71 

W — -Da Re 

4 

= 0,7854 x 0,2027 x 1,03 x 10- 3 x 3600 x 2,4 x 10 5 
= 1,42 x 10 5 kg„ hr-> (6.2-21 ) 

§6.3 FACTORES DE FRICCIÓN PARA EL FLUJO ALREDEDOR DE 
ESFERAS 

En esta sección se utiliza la definición de f de la Ec. 6.1 —5, juntamente con el 
análisis dimensional de § 3.7, con el fin de determinar la dependencia de f , Nueva¬ 
mente se limita el estudio a fluidos de p constante; el sistema coordenado que se 
utiliza es el mismo de § 2.6. 
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La contribución de F k a la fuerza que actúa sobre una esfera en un fluido que 
circula en la dirección z, es la fuerza total F = F n -j- F¡ menos la fuerza F : 


F k = (F n - F s ) + F t 


— F resistencia *4- F T 


deforma 


resistencia 
de fricción 


((6.3-1) 


siendo 




B COS 0}R 2 sen 8 dd d<f> 


(6.3-2) 

F, = c _ {-(Po - p^*)l r =B COS 0}R 2 sen 9 d8 d<f> (6.3-3) 


2 » r 
So ¿o 


'•-fM&Kül 


\r — R 


sen 0[R 2 sen 8 dd d<f> (6.3-4) 


Aquí p 0 es la presión en el plano z = 0. que pasa por el ecuador de la esfera. 

Si se desdobla ahora f en dos contribuciones análogas a i” 1 resistencia de forma V 
^resistencia de fricción) Y se utiliza la definición de f de la Ec. 6.1-5, tendremos 


f 


f — f formar f fricción 

/forma = - í í {—eos 0} sen 8 d8 d<f> 

IT Jo •'0 

jt Re Jo Jo l L dr* \ r* / r* dd j 


fricción 


(6.3-5) 

(6.3-6) 

sen 2 9 d8 d<f> (6.3-7) 


El factor de fricción se ha expresado así en función de variables adimensionales: 

(6.3-8,9,10,11) 


í f * _ P ~ Po + PS Z . 

pvj 


„ * _ Jü». 

v 0 — —, 


* _ JV. 

V- , 

^90 


fm T - 


(6.342) 


y el número de Reynolds se ha definido como 

Re _ Dt ’ocP = ZRVcoP 

F t* 

Es evidente que para evaluar f hay que conocer v* y v* como funciones de 
r*,8y f En §§ 2.6 y 4.2 se ha visto como puede deducirse la expresión de la ley 
de Stokes para la condición de flujo reptante, es decir, flujo muy lento con Reynolds 
inferior aproximadamente a 0 , 1 . 

Para Re >0.1, se sabe muy poco desde el punto de vista cuantitativo acerca 
de las distribuciones de presión y velocidad reducidas; sabemos, sin embargo, que 
para el flujo incompresible estas distribuciones pueden en principio obtenerse a 
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partir de las Ecs. 3.7-12 y 3.7-13.1 Éstas han de resolverse con las siguientes 
condiciones límite : 


para r* = 1 v*, =* v 6 = 0 (6.3-13) 

para r* = oo v*, = 1 (6.3— 14) 

para r* = oo ^*=0 (6.3-15) 

Puesto que no intervienen nuevos grupos adimensionales debido a las condiciones 
límite, tendremos que 

y*, z*; Re) (6.216) 

v* = V*(x*, y*, Z*; Re) (6.3-17) 

y que ' * 

f =/(Re) (6.3-18) 


utilizando argumentos análogos a los de $6.2. Por consiguiente, mediante el análisis 
dimensional de las ecuaciones diferenciales que describen el flujo, y la definición 
del factor de fricción, se llega al resultado de que f puede correlacionarse como una 
función exclusiva del Re. 

Se han determinado muchos datos experimentales para el flujo alrededor de 
esferas, de forma que se dispone de una gráfica de f frente a Re para esferas lisas. 
(Véase Fig. 6 . 3 — 1.) Para este sistema no existe una brusca transición entre una 
curva de flujo laminar inestable y una curva de flujo turbulento estable, tal como 
se ha indicado en la Fig. 6.2-2 para el caso de tubos para Re == 2,1 x 103. Al au¬ 
mentar la velocidad de flujo en este sistema, aumenta la formación de remolinos 
detrás de la esfera. 

La caída de la curva alrededor de Re = 2 x 10 5 está relacionada con la trasla¬ 
ción de la zona de separación de la capa límite desde enfrente hasta detrás del 
ecuador de la esfera.2 

Hemos elegido intencionadamente la discusión de la esfera inmediatamente 
después de la del tubo, con el fin de resaltar el hecho de que los distintos sistemas 
de flujo pueden comportarse de forma muy diferente. Las principales diferencias 
entre los dos sistemas son: 


1 Para el sistema que estamos considerando, la Ec. 3.7-13 puede escribirse así 

Como se ve, el número de Fraude no aparece en las ecuaciones diferenciales ni en las condiciones 
límite. 

2 Véase H. SCHUCHTING, Boundary Layer Theory, McGraw-Hill, Nueva York (1955), pp. 34-35. 



Factor de fricción (coeficiente de resistencia) f 



Fig. 6.3-1. Factor de fricción (o coeficiente de resistencia) para esferas que se mueven con una velocidad relativa a un fluido. 
v x . Véase la definiciónde f en la Ec.6.1-5. [Curva tomada de C. E. Lapple, «Dust and Mist Collection», en Chemical Engineers 
Hundbook (ed. por J. H. Perry) McGraw-Hill, Nueva York (1950), tercera edición, p. 1018.1 
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Para tubos existe una transición laminar- 
turbulenta bastante bien definida para 
Re = 2 x 103. 

Para tubos lisos la única contribución a 
f es la resistencia de fricción. 

Para tubos no hay separación de capa 
límite. 


Para esferas, la curva de f no presenta 
una transición laminar-turbulenta bien 

definida. 

Para esferas existen contribuciones a f 
debidas a la resistencia de fricción y a la 
resistencia de forma. 

Para esferas existe un viraje de la curva f 
que está relacionado con un cambio 
de la zona de separación. 


Es conveniente recordar bien la forma general de las curvas de las Figs. 6.2-2 y 
6.3-1. 

Se ha visto ya anteriormente que para la región de flujo reptante la fuerza de 
resistencia viene dada por la ley de Stokes, que resulta de una resolución analítica 
de las ecuaciones de continuidad y movimiento (omitiendo el término pDv¡Dí de la 
ecuación de movimiento correspondiente a la Ec. 3.2-20). Poniendo la ley de Stokes 
(Ec. 2.6-14) en la forma de la Ec. 6.1-5 se obtiene 


F* 



Por lo tanto, para flujo reptante alrededor de una esfera, 


24 

f = — Re < 0,1 

1 Re’ 


( 6 . 3 - 19 ) 


( 6 . 3 - 20 ) 


Esta ecuación corresponde a la porción de recta de la curva log f frente a log Re. 

Para valores más altos del numero de Reynolds es muy difícil hacer cálculos pu¬ 
ramente teóricos. Algunos investigadores se las han ingeniado para estimar f hasta 
Re = 10, lo que requiere un gran trabajo. Por lo tanto, la curva de f para Re > 0.1 
se ha obtenido a partir de datos experimentales. Algunas veces resulta conveniente 
disponer de expresiones analíticas sencillas para las regiones de números de Rey¬ 
nolds más elevados. Para la región intermedia se puede tomar de forma aproximada 


/= 2 < Re < 5 x 10 2 ( 6 . 3 - 21 ) 

Re 

lo que indica una menor dependencia del Re que en la ley de Stokes. Esta expresión 
es menos exacta que la ley de Stdkes para Re < 2. 

Para valores de Re más elevados se observa que el factor de fricción es, aproxi¬ 
madamente, constante. Ésta es la región de la ley de Newton, para la cual 

0,44 5 x 10 2 < Re < 2 x 10 6 


( 6 . 3 - 22 ) 
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En esta región la fuerza de resistencia que actúa sobre la esfera es, aproximadamente, 
proporcional al cuadrado de la velocidad del fluido que circula lejos de la esfera. 
La Ec. 6.3-22 es una aproximación útil para estimaciones rápidas. (No debe de 
confundirse la «ley» de Newton para la fuerza de resistencia sobre una esfera, con 
la ley de Newton de la viscosidad o las leyes de Newton del movimiento.) 

Se han realizado muchas modificaciones de la Fig. 6.3— 1, pero un estudio 
sistemático se sale fuera del objeto de este libro. Entre las distintas cuestiones que 
se han investigado, indicaremos los efectos de pared (véase problema 6.0), caída 
de gotitas con circulación interna,3 caída de partículas en fluidos no-newtonianos,4 
sedimentación impedida (es decir, caída de grupos de partículas que se interfieren 
entre sí), 3 4 5 6 flujo no estacionario,6 y partículas no esféricas. 7 , 8 

Ejemplo 6 . 3 — 1 . Determinación del diámetro de una esfera descendente 

En un estudio experimental de tiempos de reacción se dejan caer esferas de vidrio de 
densidad p es f = 2,62 g cm -3 , a través de teatracloruro de carbono (p = 1,59 g cm -3 y 
n = 9,58 milipoises) a 20” C, y se mide el tiempo con un cronómetro. ¿Cuál ha de ser 
el diámetro de las esferas para que la velocidad límite sea aproximadamente 65 cm seg -1 ? 

Solución. Para hallar el diámetro de la esfera hay que despejar D de la Ec. 6.1-7. 
Pero como hay que conocer D para hallar /, que viene dado por la curva de tramo continuo 
de la Fig. 6.3 — 1, puede utilizarse un procedimiento de tanteo, tomando f = 0,44 como 
primera aproximación. 

Otro procedimiento consiste en despejar f de la Ec. 6.1-7, teniendo en cuenta que el 
término //Re es independiente de D: 


f_ 4 gP ( Pesf ~P \ 

Re 3 P vJ\ p ) 


(6.3-23) 


El segundo miembro de esta ecuación puede calcularse con los datos del enunciado, y 
llamaremos a su valor C. Por lo tanto, tenemos dos ecuaciones simultáneas para resolver: 


f= C Re (de la Ec. 6.3-23) (6.3 -24) 

f — f( Re) (dada en la Fig. 6.3-1) (6.3 -25) 


3 H. Lamb, Hydrodynamics, Dover (1945), sexta edición, pp. 600-601; S. Hu y R. C. Kiyixer. 
A. Z. Ch. E. Journal, 1, 42-48 (1955). 

4 J. C. slattery , tesis doctoral. Universidad de Wisconsin (1959). 

5 h . h . Steinour, Znd. Eng. Chem. 36, 618-624, 840-847, 900-901 (1947); véase también 
C. E. lapple , Fluid and Partióle Dynamics, University of Delaware Press, Newark (1951), capítulo 13. 

6 R. R. Hughes y e. R. gilliland, Chem. Eng. Prog., 48, 497-504 (1952). 

7 ES. Pettyjohn y e. b. Christiansen, Chem. Eng. Prog., 44, 157 (1948). 

8 H. A. becker. Can. J. Chem. Eng. 85-91 (1959). 
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Fig. 6.3-2. Procedimiento gráfico utilizado en el ejemplo 6.3-1. 


La Ec. 6.3-24 es una línea recta de pendiente unidad pn la representación gráfica 
de log f frente a log Re. 

Para el problema que estamos considerando. 


4(980X9,58 x 10~ 3 )/2,62 - 1,59\ 
3 (1,59X65/ [ U9 ) 


1,86 X 1(T 5 


(6.3-26) 


Por consiguiente, de acuerdo con la Ec. 6.3-24, para Re = 10 5 , f = 1,86. En la Fig. 
6.3-2 se representa la línea de pendiente 1 que pasa por f = 1,86 para Re = 10 5 . Di¬ 
cha línea corta a la curva de la Ec. 6.3 -25 (o sea, la curva de la Fig. 6.3 — 1) para Re = 
Dv^p/fi = 2,4 X 10 4 . De esta forma se encuentra que el diámetro de la esfera es 


Ren (2,4x104X9,58x10-») 

Dm ñT m -(¡35X83)- =2?cm 

§ 6.4 FACTORES DE FRICCIÓN PARA COLUMNAS DE RELLENO 
En las dos secciones precedentes se ha discutido con alguna amplitud la corre¬ 
lación de dos sistemas de flujo muy sencillos, que son muy importantes en los cálculos 
ingenieriles. Se dispone de gráficas del factor de fricción para diversos tipos de mo- 
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vimientO de fluidos, tales como flujo en las proximidades de un disco que gira, 
flujo exterior a un cilindro, flujo exterior a una serie de tubos cilindricos y flujo 
alrededor de placas deflectoras. En el Chemical Engineers' Handbook 1 se discuten 
sistemas que tienen interés en ingeniería química y Schlichting 2 trata otros sistemas 
importantes para los estudios básicos de mecánica de fluidos y aerodinámica. Un 
sistema muy importante en ingeniería química es la columna de relleno, por su 
gran aplicación en las operaciones de transferencia de materia. 

En términos generales, existen dos grandes métodos teóricos para el estudio de 
la pérdida de presión a través de lechos porosos. En uno de ellos se considera la 
columna de relleno como un manojo de tubos enmarañados de sección caprichosa, 
y la teoría se desarrolla aplicando los resultados anteriores, para tubos rectos, al 
conjunto de tubos tortuosos. En el segundo método se representa la torre de relleno 
como un conjunto de objetos sumergidos, y se calcula la perdida de presión sumando 
las resistencias de las partículas sumergidas. 3 ( 4 

Las teorías del manojo de tubos han tenido algo más éxito y serán las que se 
estudiarán aquí. 

El material de relleno puede estar constituido por esferas, cilindros y diversos 
tipos de rellenos comerciales para aparatos de contacto. 5 En la discusión que sigue 
se supone que el relleno es uniforme en todas partes y que no hay «formación de 
canalillos» (en la realidad se forman generalmente canalillps y no son válidas las 
fórmulas que se obtienen aquí). Se supone, además, que el diámetro del relleno 
es pequeño en comparación del diámetro de la columna que lo contiene y que el 
diámetro de la columna es constante. 

De forma análoga a la Ec. 6.1-4, se define el factor de fricción para el lecho de 
relleno, mediante la expresión 


L 

W D p 


( 6 . 4 - 1 ) 


en la que D f e s el diámetro de la partícula (que se define más adelante), Vq es la «ve¬ 
locidad superficial» (la velocidad lineal media que tendría el fluido en la columna 
si no existiese relleno), y L es la longitud de la columna de relleno. El factor de 
fricción lo estimaremos separadamente para flujo laminar y turbulento. 

En § 2.3 se ha visto que para flujo laminar en tubos circulares de radio R, 


w , gL=aa «,«) 

8 uL 

1 T. B. Drew, H. H. Dunkle, y R. P. Generaijx, Sección 5 de Chemical Engineers’Handbook 
(J. H. Perry, ed.), McGraw-Hill, Nueva York (1950), tercera edición. 

2 H. SCHLICHTING, Boundary Layer Theory, McGraw-Hill, Nueva York (1955), pp. 75-80, 439, 
445-447. 

3 H. C. Brinkman, Appl. Sci. Research, Al, 27-34, 81-86, 333-346 (1949). 

4 W. E. Rwz, Chem. Eng. Prog., 48, 247-253 (1952). 

5 Véase, por ejemplo McCabe y Smhh, p. 630 (flg. 11.1); M. Ieva, Tower Packings and Packed- 
Tower Design, U. S. Stoneware Co., Akron, Ohio (1953), capítulos 1 y 2. 
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Imaginemos ahora que un lecho de relleno es un tubo de sección muy compli¬ 
cada cuyo radio hidráulico es R,. (Véase Ec. 6.2-16.) La velocidad media de flujo 
en la sección disponible para el paso del fluido es por lo tanto 


= (^0 - 

2fiL 


(6.4-3) 


El radio hidráulico puede expresarse en función de la «fracción de huecos» « y la 
superficie mojada a, por unidad de volumen de lecho, en la forma siguiente: 


sección disponible para el flujo 
perímetro mojado 
volumen disponible para el flujo 
superficie mojada total 
volumen de huecos 
volumen del lecho 
superficie mojada 
volumen del lecho 

La magnitud a está relacionada con la «superficie específica» a v (la superficie total 
de las partículas/volumen de las partículas), mediante, la expresión 

a = a„(l — e) (6.4-5) 

La magnitud a v se utiliza a su vez para definir del diámetro medio de la partícula D p 

£)„ = 6/a, (6.4-6) 

Se elige esta definición puesto que para esferas la Ec. 6.4-6 da exactamente Dp = diá¬ 
metro de la esfera. Finalmente, obsérvese que el valor medio de la velocidad en los 
intersticios <v>, no es de interés general para el ingeniero, pero, en cambio, sí lo es 
la velocidad superficial Vq\ estas dos velocidades están relacionadas por Vq = <v>e. 

Combinando estas dos definiciones con la fórmula modificada de Hagen-Poi- 
seuille de la Fe. 6.4-3, se obtiene 



L _ « (6.4-4) 

) ‘ 




0, finalmente 



(fo _-(á? 0 --&£)<?- 

2ixLa 2 ~~2fila v \í - 


_ (g»0- ^l)D* € 3 

2L(36/i) (1 - €) 2 


= (^o- & l) jD¿ _ 

L 2(36¡t) ( 1 — ef 


(6.4-7) 

(6.4-8) 




Fig. 6.4-1. Representación gráfica del comportamiento general de la ecuación de Ergun en una representación 
log-log. [S. Ergun, Chem. Eng. Prog., 48 , 93 (1952).] 
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Para el .flujo laminar, la suposición del radio hidráulico medio conduce general¬ 
mente a caudales demasiado grandes para un determinado gradiente de presión; 
por lo tanto, debido a esta suposición, es de esperar que el segundo miembro de la 
Ec. 6.4-8 debiera de ser algo más pequeño. Una segunda suposición que está 
implícita en la anterior deducción, es que la longitud del camino que recorre el 
fluido a través del lecho es L; es decir, la misma longitud de la columna de relleno. 
En la realidad el líquido atraviesa un camino muy tortuoso cuya longitud puede ser 
incluso doble de L. Según esto, es de esperar que de nuevo deba disminuir el se¬ 
gundo miembro de la Ec. 6.4-8. 

Las medidas experimentales indican que la fórmula teórica se mejora si el 2 del 
denominador del segundo miembro se substituye por un valor comprendido entre 
4 y 5. Mediante el análisis de una gran cantidad de datos se ha obtenido el valor 
25/6, que es el que se acepta aquí. Introduciendo este valor en la Ec. 6.4-8 se obtiene 


„ - (^o ~ &l) P » 2 e 3 
L 150/1(1—• ) 


(6.4-9) 


que es la ecuación de Blake-Kozeny. Este resultado es, generalmente, satisfactorio 
para fracciones de huecos inferiores a 0 , 5 , y es válida solamente para la región 
laminar que viene dada por ( D p GqIh ) (1 — e) _1 < 10, siendo Ge = pv q. Obsérvese 
que la ecuación de Blake-Kozeny corresponde a un factor de fricción para el lecho de 



(6.4-10) 


Este resultado se representa en la Fig. 6.4— 1. 

Puede repetirse exactamente el mismo tratamiento para el flujo altamente tur¬ 
bulento en columnas de relleno. Partimos de nuevo de la definición del factor de 
fricción para el flujo en un tubo circular. Sin embargo, se observa ahora que para 
el flujo altamente turbulento en tubos con una apreciable rugosidad, el factor de 
fricción es una función exclusiva de la rugosidad. Admitiendo que todos los lechos 
de relleno tienen una rugosidad característica semejante, se puede utilizar un factor 
de fricción único / 0 para el flujo turbulento. Seguimos ahora el mismo procedi¬ 
miento de § 6.2 y se hacen las mismas substituciones: <v> = Vo/ e ¡ D - 4 R h ; R h = 
= e/a; „a= a„(l — • ), y, finalmente, D p = 6 ¡a v . Esto conduce a los siguientes 

resultados : 



i-ip( ü ) 2 -4/ 0 = 6/ 0 


1 1 a 



(6.4-11) 


Los datos experimentales indican que 6/q = 3,50, con lo que se obtiene 




(6.4-12) 
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que es la. ecuación de Burke-Plummer, válida para (D p G 0 ju) (1 — c) -1 > 1000. Este 
resultado corresponde a un factor de fricción que viene dado por 


/ = 0,875 l ~~ ( 6 . 4 - 13 ) 

Obsérvese que la dependencia de e es diferente que para el flujo laminar. 

Sumando la ecuación de Blake-Kozeny para el flujo laminar y la de Burke- 
Plummer para el turbulento, se obtiene 


g o ~ _150^^ (1 - 6) 2 +1 ,75 P v* (1- • ) 






J - 


(6.4-14) 


Esta ecuación puede expresarse en función de grupos adimensionales l 6 


((0j> - £l)p\ (JU (-*-—) = 150 — -+ 1,75 (6.4-15) 

V G 0 2 /U/ll-c/ (D p G 0 lfi) 

Ésta es la ecuación de Ergun, que se ha utilizado con éxito para gases, tomando 
para la densidad del gas la media artimética de los valores a las presiones extremas. 
Sin embargo, para grandes caídas de presión es más lógico utilizar la Ec. 6.4-14 
con el gradiente de presión en forma diferencial. Obsérvese que Gq es una constante 
para todo el lecho, mientras que para un fluido compresible vq varía a través del 
lecho. El diámetro que se utiliza en esta ecuación es el que se ha definido en la Ec. 
6.4-6. 


Obsérvese que para elevadas velocidades de flujo el primer término del segundo 
miembro desaparece y la ecuación se transforma en la de Burke-Plummer. A bajas 
velocidades de flujo, el que desaparece, en cambio, es el segundo término, y se ob¬ 
tiene la ecuación de Blake-Kozeny. En la Fig. 6.4-1 se representa gráficamente 
el comportamiento general de estas ecuaciones. Indicaremos, sin embargo, que la 
ecuación de Ergun es una de las muchas que se han propuesto para describir la 
caída de presión a través de columnas de relleno. 


CUESTIONES PARA DISCUTIR 

1. ¿Cómo se definiría el factor de fricción para el flujo a través de un anillo y para el flujo 
transversal alrededor de un cilindro? 

2. Utilizar la Ec, 6.1-7 con el fin de obtener expresiones para la velocidad límite de caída 
de una esfera, para las tres regiones que se consideran en § 6.3. 

3. ¿ Es preciso modificar la Ec. 6.1-7 para esferas que son más ligeras que el fluido y por con¬ 
siguiente para ascenso en vez de caída? En caso afirmativo, ¿cuál será la modificación? 

4. ¿Qué precaución hay que tomar al utilizar las fórmulas con factores de fricción tomados 
de libros de consulta o trabajos originales? 

5. ¿Cómo está relacionada la ley de Hagen-Poiseuille con la Fig. 6.2—2? 


6 S. Ergun, Chem. Eng. Progr., 48, 89-94 (1952). 
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6. Comprobar las Ecs. 6.2-13 y 15 efectuando las operaciones que se omiten. 

7. Comparar los métodos de calculo a seguir cuando se desea utilizar la Fig. 6.2-2 para hallar 
(a) la caída de presión, (b) la velocidad media, (c) el diámetro del tubo para una velocidad e A p 
determinadas, (d) el diámetro del tubo para una velocidad volumétrica de flujo e Ap determina¬ 
das. Debe de evitarse el tanteo. 


8. ¿Cómo se tienen en cuenta las condiciones límite en las aplicaciones del análisis dimensio¬ 
nal de las secciones §§ 6.2 y 6.3? 

9. Contrastar las formas de las curvas de f frente a Re para tubos y esferas. ¿ Cual es la varia¬ 
ción aproximada de / con el Re en las distintas regiones de estas gráficas? 


10. Describir los argumentos físicos que cond'cen al establecimiento de la forma de la ecua¬ 
ción de Ergun (Ec. 6.4-15). 

11. ¿Por qué la curva de la Fig. 6.2-2, corrapondiente a la zona turbulenta, está situada 
por encima y no por debajo de la prolongación de la curva f — 16/Re? 

12. ¿Qué relación existe entre la ecuación de Blake-Kozenv (Ec. 6.4-9) y la ley de Darcy? 
(Véase problema 4.J). 

13. ¿Cómo se comportaría el factor de fricción para el flujo no estacionario en un tubo? (Véa¬ 
se ejemplo 4.1-2.) ¿Serían aplicables las Ecs. 6.1-3 y 4? 


14. Discutir la utilidad de la relación aproximada/" = 
dedor de esferas. 



iara el flujo alre- 


15. Demostrar, a partir de la Ec, 6.2-3, que f Re/2 puede interpretarse como el valor medio 
superficial del gradiente adimensional de velocidad en la pared del tubo. 

16. Estudiar el flujo de agua en una manguera de caucho de 1,2 cm de diámetro que esta Co¬ 
nectada a un grifo cuya presión manométrica es de 5 atm. 

17. Comprobar que los segundos miembros de las Ecs. 6.1-4 y 6.1-7 son adimensionales. 

18. Un anuncio de baseball dice, «Debido a la eleva& humedad del día de hoy, la pelota no 
puede llegar tan lejos a través del aire húmedo como lo haría con aire seco». Comentar críticamente 
la lógica de este anuncio. 


PROBLEMAS 

6.A! Diferencia de presión necesaria para obtener una determinada velocidad de flujo con accesorios 
Hallar la diferencia de presión necesaria para bombear agua a 20°C a través de una tubería 
de 25 cm de diámetro y 1234 m de longitud con una velocidad de 1,97 m 3 seg -1 . La tubería es 
horizontal y contiene cuatro codos normales de 90” y dos codos de 45”. (Un codo normal de 90° 
es aproximadamente equivalente a la resistencia que ofrece una tubería de 32 diámetros; el de 
45” equivale a 15 diámetros.)* Respuesta: 315 atm. 

6.B! Diferencia de presión necesaria para obtener una determinada velocidad de flujo con varia¬ 
ción de altura 

Por una tubería normal de 3 pulgadas (diámetro interno 7,79 cm) y 29 m de longitud se bomba 
agua a 20” C hasta un deposito elevado, tal como se indica en la Fig. 6.B. (a) ¿ Qué presión es pre¬ 
ciso comunicar al agua a la salida de la bomba para elevarla al deposito con una velocidad de 
4,09 m 3 /h. (A 20” C la viscosidad del agua es de 1,002 cp y su densidad 0,9982 g ml — *.) (ó) ¿Qué 
tanto por ciento de la caída de presión se necesita para vencer la fricción de la tubería? 

Respuesta: a. 1,03 atm. 


1 En § 7.4 se indica otro método P ara el cálculo de perdidas de carga en accesorios. 
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6.Cj Velocidad de flujo para una determinada caída de presión 

¿ Cuántos m 3 / hr de agua a 20” C circularan a través de una tubería lisa de 15, 2 cm 
de diámetro interno y 402 m de longitud, bajo una diferencia de presión de 0,017 atm? (a) Hallar 
la solución por el método A del ejemplo 6.2-2; (¿) Utilizar el método B del ejemplo 6.2-2. (c) 
Comparar el valor de <v> que se. obtiene aquí con el del apartado «del problema 5.B. Supóngase 
que la tubería es «hidráulicamente lisa». 

Respuesta: a y b: 15,4 m 3 hr -1 . 

6.D] M ov¡miento de una esfera en un liquido 

Una esfera hueca de acero de 5,00 mm de diámetro y 0,0500 g de masa, se deja caer en una 
columna de líquido y alcanza una velocidad límite de 0,500 cm seg — U La densidad del líquido es 
0,900 g cm-3 y la aceleración local de la gravedad 980,7 cm seg - 2. La esfera está suficientemente 
alejada de las paredes del recipiente, de forma que su efecto es despreciable. 

a. Calcular la fuerza de resistencia en dinas. 

b. Calcular el coeficiente de resistencia (factor de fricción). 

c. Determinar la viscosidad del líquido en centipoises. 

Respuesta: a. 8,7 dinas 

b. f = 396 

c. p = 37ocp. 


6.Ej Cálculos de resistencia cuando no se conoce el diámetro ele la esfera 

a. ¿Cómo se efectúan los cálculos de resistencia, utilizando la Fig. 6.3-1, cuando no se co¬ 
noce el diámetro de la esfera? Indicar como se puede evitar una solución por tanteo. 

b. Rehacer el problema 2.C utilizando la Fig. 6.3-1. 

c. Rehacer el apartado (b) para una velocidad del gas de 3 m/seg. 

6.F] Estimación de la fracción de huecos de un lecho de relleno 

Una columna de 942 cm* de sección y 185 cm de altura, esta rellena con partículas esféricas 
de 2 mm de diámetro. Cuando se mantiene entre los extremos del lecho una diferencia de presión 
de 10,75 atm. una solución de sacarosa del 60 % fluye a través del lecho con una velocidad de 
6640 Kg hr _1 a la temperatura de 20° C. A esta temperatura la viscosidad de la solución es p = 
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= 56,5 cp y su densidad p = 1,2865 g cm~ 3. ¿ Cuál es la fracción de huecos del lecho? Discutir 
la utilidad de este método para obtener la fracción de huecos. 

Respuesta: e = 0,30 

6.G 2 Factor de fricción para el flujo alrededor de una lámina plana 

a. En $4.4 se estableció (justamente después de la Ec. 4.4—27) que la solución exacta de las 
ecuaciones de capa límite laminar, conduce a la siguiente expresión para la fuerza de resistencia 
que actúa sobre una lámina plana de longitud L y anchura W, mojada por ambos lados: 

F t = 1,328 V pfiHV'Vn* (6.G-1) 

Se ha encontrado que esta relación concuerda casi exactamente con las medidas experimentales. 
Definir un factor de fricción y un número de Reynolds para el sistema y obtener una expresión 
de / en función de Re. 

b. Un tratamiento aproximado de capa límite, 2 basado en la distribución de velocidad de la 
potencia 0/7), conduce al siguiente resultado para el flujo turbulento alrededor de una lamina 
plana mojada por ambas caras: 


F k = Ofinpv^lVL^^j H (6.G-2) 

Cuando se pone 0,074 en vez de 0,072, esta relación describe la fuerza de resistencia dentro de 
los errores experimentales para 5 x 10 5 < LVoopjp < 2 x 107. ¿ Cómo varía f con un numero 
de Reynolds convenientemente definido para el flujo turbulento? ' 

6.H 2 Factor de fricción para flujo laminar en una rendija 

Utilizar los resultados del problema 2.E para demostrar que el factor de fricción para el flujo 
laminar en una delgada rendija de anchura 2B es / = 12/Re, estando el Re definido por 2 B <V> 
plp. Comparar este valor de / con el que se obtendría mediante la aproximación del radio hidráu¬ 
lico medio. 

6.1 2 Factor de fricción para un disco que gira 

Un delgado disco circular de radio R se sumerge en una gran masa de fluido de densidad p y 
viscosidad p. Si para hacer girar el disco con una velocidad angular Q se necesita un par 0T, se 
puede definir un factor de fricción de forma análoga a laEc. 6.1— 1: 

( 6 . 1 - 1 ) 

en la que unas definiciones razonables para K y A son K = 1/2 pR 2 Q 2 4 y A = 2. nR 2 . Una forma 
conveniente de definir el número de Reynolds para este sistema es Re = R l Eip/p. 

a. Para flujo laminar, mediante un cálculo exacto de capa limite, se obtiene 3,4 

J = 0,6167rpR*C«Q 5 /p) H (6.1-2) 


2 H. Schlichting, Boundary Layer Theory, McGraw-Hill, Nueva York (1955), capítulo 21. 

3 T, von Kármán, Z, angew. Math. Mech., 1, 233-252 (1921). 

4 H. Schlichting, Boundary L ayer Theory,McGraw-Hill, Nueva York (1955), capítulo 5. 
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Expresar este resultado como una relación entre / y Re. 

b. Un tratamientos aproximado de capa límite, basado en la distribución de velocidad de la 
potencia (1/7), conduce al siguiente resultado para el flujo turbulento 




0,073 pCl'R' 



Expresar este resultado como una relación entre / y Re. 


(6.1-3) 


6J 2 Factor de fricción para el flujo turbulento en tubos lisos 

Efectuar la deducción correspondiente a las Ecs, 6.2-12 a 15, en la que se obtiene la ley de 
resistencia de Blasius a partir del perfil de velocidad de la potencia (1/7), para el flujo turbulento 
en tubos circulares lisos. Repetir después este análisis para el perfil logarítmico de velocidad tur¬ 
bulenta : 


v + = 2,5 ln í+ + 5,5 (6.J-1) 

siendo t> + $= v/v,, J + as sv t p¡p, y t>* = -\/to Ip- La Ec. 6.J— 1 es la misma que la Ec. 5.3-12, 
excepto que aquí se han utilizado los coeficientes numéricos recomendados por Schlichting. 5 6 Demos¬ 
trar que el anterior perfil de velocidad conduce a esta expresión para el factor de fricción: 

l/V/as 4,07 logi.ReV/- 0,60 (6.J-2) 

Si se hace una ligera modificación de las constantes numéricas se obtiene un buen ajuste de 
la curva f frente a Re en el intervalo Re = 2,1 x 103 a Re = 5 x 10 6 : 

l¡Vf = 4,0 logio ReV/ - 0,40 (6.J-3) 

Ésta es la famosa ley («universal») de resistencia de'Prandtl para tubos circulares lisos. 


6.K 2 Factor de fricción en tubos para fluidos no-newton¡anos que siguen la ley de la potencia 7 ’ 8 

Deducir una expresión del factor de fricción para el flujo laminar en tubos, correspondiente 
al modelo no-newtoniano que se define en laEc. 1.2-3. 


Respuesta: f = ——- , siendo Re,,’ 

Re n 


D n (,v) t - n plm, 


6.L 2 1 neonvenIenela del radio hidráulico medio para el flujo laminar 

a, En § 6.2 se ha hecho resaltar que el radio hidráulico medio no debía utilizarse para el flujo 
laminar. Utilizar las Ecs. 6.2-17 y 18 para el flujo laminar en un anillo de radios kR y R, con 
el fin de deducir una expresión para la velocidad media en función de la pérdida de presión, aná¬ 
loga a la expresión exacta de la Ec. 2.4-15. 

b. ¿Cuál es el tanto por ciento de error del resultado del apartado (a) para « = 1/2? 

Respuesta: b. 47 % 

5 Ibid. capítulo 21. 

6 Ibid., pp. 368-369, 373-375. 

7 A. B. Metzner y J. C. Reed.A. l,Ch. E. Journal, 1, 434-440 (1955). 

8 R. B. Bird, A. I. Ch. E. Journal, 2, 428 (1956). 
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6.M 2 Caída ‘de una esfera en la región de la ley de Newton 

Una esfera que está inicialmente en reposo y situada en z = 0, cae (en la dirección z positiva) 
por efecto de la gravedad. Las condiciones son tales que, al cabo de un corto intervalo de tiempo, 
la esfera cae con una fuerza de resistencia proporcional al cuadrado de la velocidad (es decir, 
que es aplicable la ley de resistencia de Newton para esferas). 

a, Hallar la distancia 7 recorrida por la esfera en su caída en función del tiempo t, 

b, ¿Cuál es la «velocidad límite» de la esfera? Supóngase que la densidad del fluido es mucho 
menor que la de la esfera. 

Respuesta: a, z = (1 ¡c^g) ln cosh cgr 

siendo c 2 = (3/8) (0,44) (p!p es () (1/gR) 
b. 1 ¡c 

6 .N 3 Potencia comunicada a un tanque agitado 


Demostrar, por análisis dimensional, que la potencia comunicada por un agitador a un fluido 
incompresible en un tanque agitado, para un tanque y agitador determinados, pueden correlacio¬ 
narse mediante la expresión 


í p ) 

II 

7 ° a M 

/ dnA 

\pN 3 D ¡ / 

.1 c / 

1-1, (TV /) 

\ 8 / J 



Fig. 6.N. 



Placa deflectora 


Tanque provisto de cuatro placas deflectoras verticales y un agitador de seis paletas. 


siendo <f¡ una función cuya forma ha de determinarse experimentalmente. Las demás variables son: 

P = potencia comunicada por el agitador al fluido (FL/ -1 ) 

N = velocidad de giro del agitador, (f -1 ) 
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D = diámetro del agitador (L) 
g = aceleración de la gravedad ( Lt ~ 2 ) 
p = densidad del líquido 
p = viscosidad del líquido (ML~ lf—1) 
t = tiempo desde el comienzo de la operación. 

Nota: Para la geometría, frecuentemente utilizada, de la Fig. 6.N, la potencia viene dada por 
la suma de dos integrales, que representan la contribución de la resistencia de fricción de las pa¬ 
redes y del fondo del tanque cilindrico y la resistencia de forma de las placas deflectoras radiales, 
respectivamente: 


P=>NS- 



R( <w 3n)superf dS + 


s 



A 


(S.N-2) 


siendo f= el par necesario para hacer girar el agitador 

= el par resistente del tanque y de las supert'icies de las placas 
S = área de la superficie total del tanque 

A = área de la superficie de las placas deflectoras, considerada positiva para el lado si¬ 
tuado «a favor de la corriente» y negativa para el lado situado «contra la corriente» 
R = distancia radial desde el eje de rotación del agitador hasta un elemento cualquiera 

de superficie dS o dA 

n = distancia medida normalmente en el interior del fluido desde un elemento cualquie¬ 
ra de superficie del tanque, dS o dA 

La solución q ue se desea puede obtenerse ahora por análisis dimensional de las ecuaciones 
de movimiento y continuidad, expresando las integrales anteriores en forma adimensional. Es 
conveniente utilizar D, DN, y pN^D 2 , como longitudes, velocidades y presiones de referencia, res¬ 
pectivamente. 


6.03 Efectos de pared para la caída de una esfera en un cilindro 

a. Los experimentos sobre factores de fricción de esferas se realizan generalmente en tubos 
cilindricos. Demostrar, por análisis dimensional, que para este dispositivo el factor de fricción 
para la esfera es una función de 

f = f(Re,R/R') (6.0-1) 


siendo Re = 2Rv¡x,plp . (En esta expresión R es el radio de la esfera, Uqo la velocidad límite de la 
esfera, y R’ el radio del cilindro.) Se ha encontrado empíricamente que para la región de flujo 
reptante la variación de / con R¡R' puede estimarse mediante la corrección de Ladenburg- 
Faxén: 9- 10, 11 



(6.0-2) 


9 R. ladenburg. Aun. Physik. (4), 23, 447 (1907); H. FaxÉN, disertación, Uppsala (1921). 

10 Un trabajo importante (y olvidado) sobre et movimiento de partículas en el seno de fluidos 
es el de L. Schiller, Handbiich der Experimentalphysik, vol. IV, parte 2. pp. 339-387; véase tam¬ 
bién H. Falkenhagen, op. cit., vol. IV, parte 1, pp. 206-231. 

11 C. E. Lapple, Fluid and Partióle Dynamics, University of Delaware Press Newark (1951), 
capítulo 13. 
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Se sabe muy poco acerca de las correspondientes correcciones para la región de flujo turbulen¬ 
to.* 1 Tan sólo se ha investigado recientemente sobre los efectos de pared para g0titas.*2 

Proyectar una experiencia con el fin de comprobar el gráfico para esferas de la Fig. 6.3 — 1. 
Seleccionar el tamaño de la esfera, las dimensiones del cilindro y los materiales adecuados para 
las experiencias. 

6 .P 4 Factores de fricción para el flujo no-newtoniano en un tubo 

En el problema 6.K se ha visto como puede obtenerse una relación entre, el factor de fricción 
y el número de Reynolds, para el flujo en un tubo circular de un fluido que sigue la ley de la po¬ 
tencia. Esto consiste solamente en expresar de nuevo la solución analítica para el flujo laminar 
en un tubo. Utilizar la expresión para un fluido que sigue la ley de la potencia, correspondiente 
a la Ec, 3.6-9, y el método del análisis dimensional de § 6.2, con el fin de hallar los grupos adiriien- 
sionales de los que debe de depender f. 

6.Q) Flujo no-newtoniano a través de medios porosos 

Utilizar un razonamiento similar al de la sección §6.4 para deducir una relación análoga a la 
ley de Darcy (véase Ec. 4.J—2) que sea válida para el modelo de Ostwald-de Waele (ley de la 
potencia), expuesto en §§ 1.2 y 3.6. Demostrar que 

v n s ._jL Vp (6.Q-1) 


en la que /Mcct viene dada por 





/*efect = m 

2(25/12)*! 3 +-) 3* +1 


150 ' J 

(1 - e) 1 - 


(6.Q-2) 


En esta expresión, m y fl son los parámetros Teológicos, y • es la porosidad del medio, tal como se 
determinaría mediante, el flujo de un fluido newtoniano a través del mismo. Por otra parte, k es 
la permeabilidad del medio, determinada para el flujo newtoniano. Obsérvese que /Mecí no tiene 
las unidades de viscosidad. 


6 .R 4 Factores de fricción para flojo turbulento en tubos concéntricos 

Ampliar la deducción del problema 5.F, con el fin de obtener una expresión del factor de fric¬ 
ción para el flujo turbulento en tubos concéntricos. 


12 J. R. STROM y R. C. Kintner, A. /. Ch. E. Journal, 4. 153-156 (1958). 



CAPÍTULO 7 

BALANCES MACROSCÓPICOS 
EN SISTEMAS ISOTÉRMICOS 

En §§ 3.1,2 y 3 se han presentado las ecuaciones de variación para sistemas 
isotérmicos; estas ecuaciones son enunciados de las leyes de conservación de la 
materia, conservación de la cantidad de movimiento, y de «falta de conservación» 
de la energía mecánica, aplicadas a un elemento «microscópico» de volumen a 
través del cual circula el fluido. En §§ 7.1,2 y 3 se presentan análogos enunciados 
de conservación para cualquier sistema «macroscópico» de flujo con una entrada 
y una salida de fluido. (Véase Fig. 7.0—1.) De hecho, estos balances macroscópicos 
pueden obtenerse por integración de las ecuaciones de variación 1 del Capítulo 3. 
Aquí se ha adoptado el método más sencillo de deducir los balances macroscópicos 
de materia y cantidad de movimiento, siguiendo las deducciones de §§ 3.1 y 3.2. 
Por otra parte, el balance macroscópico de energía mecánica se presenta sin deducir, 
ya que las deducciones simplificadas son incorrectas y la deducción rigurosa es 
demasiado larga.2 La materia objeto de este capítulo se amplía a sistemas no iso¬ 
térmicos en el Capítulo 15, y a sistemas de varios componentes en el Capítulo 22. 

Los balances macroscópicos son muy utilizados en el análisis de sistemas inge- 
nieriles de flujo. Los balances se aplican descartando los términos que resultan 
despreciables en un determinado problema. Para saber qué términos pueden des¬ 
preciarse se requiere cierta intuición y en algunos casos se necesitan algunas obser¬ 
vaciones experimentales acerca del comportamiento de flujo. Los ejemplos de las 
secciones §§7.4, 7.5 y 7.6 serán de utilidad al lector para iniciarse en los métodos 
de resolución del problema. 

En este capítulo, que es el último de la serie sobre transporte de cantidad de 
movimiento, se utilizan muchos de los conceptos expuestos en los seis capítulos 
precedentes: viscosidad, velocidad, perfiles, flujo laminar y turbulento y factores 
de fricción. Por lo tanto, este capítulo sirve de repaso, a la vez que se desarrollan 
métodos sistemáticos que son de gran utilidad para resolver numerosos problemas 
de flujo. 


1R.B. BlRD, Chem.Eng. Sci.,6, 123-131 (1957). 

2 Sin embargo, en el ejemplo 7.3 — 1 se da la deducción para el caso especial de flujo estacio¬ 
nario no compresible. 
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Entrada de calor, Q 



Salida de trabajo mecánico, W 


F’g. 7.0-1. Sistema microscópico de flujo con entrada de fluido por el plano «1» y salida por 
el plano «2». Para mantener el sistema a temperatura constante puede ser preciso comunicar ca¬ 
lor con una velocidad Q. La velocidad de realización de trabajo sobre los alrededores es ¡V, Ob¬ 
sérvese que los signos de Q y W son los convencionales que se utilizan en la mayor parte de los 

libros de termodinámica. 

§ 7.1 BALANCE MACROSCÓPICO DE MATERIA , 

Consideremos el sistema de la Fig. 7.0— 1, en el que existe una sola entrada de 

fluido (de sección S\, en el plano «1») y una sola salida (de sección S2, en e l plano 
«2»). Estos planos de referencia se toman perpendiculares a las paredes del tubo. 
En esta sección, y en las siguientes, se hacen dos suposiciones que para la mayor 

parte de los problemas no son muy restrictivas: (a) en los planos «1» y «2» la velo¬ 

cidad de tiempo ajustado es paralela a las paredes de la conducción; (6) la densidad p 
y las demás propiedades físicas no varían a lo largo de la sección transversal de 
los planos « 1 » y « 2 ». 

Aplicando al sistema de la Fig. 7.0-1 la expresión de la conservación de la ma¬ 
teria de la Ec. 3.1- 1, se obtiene 

—■ witot = Pi(^i)5i — P2(i 5 - 2 )S 2 (7.Í-1) 

dt 

En esta expresión m tot es la masa total* de fluido contenida entre los planos «1» y 
«2». Utilizando el símbolo tv = p(v}S para la velocidad y la notación Aw para 
W ’2 — wq (el valor a la salida menos el valor a la entrada), el balance macroscópico 
de materia en estado no estacionario se transforma en 

7 - mtot -Aw (7.1-2) 

dt 


1 Es decir, m tot = Jp dV, estando la integral extendida al volumen de fluido contenido en el 
Sistema. 
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Este resultado se puede obtener también por integración directa de la ecuación de 
continuidad. 

En estado estacionario, la masa total de fluido en el sistema no varía con el 
tiempo, y, por consiguiente, el balance macroscópico de materia en estado estacio¬ 
nario es 

Aw = 0 (7.1-3) 

es decir, que la cantidad de materia que entra es igual a la que sale. 

§ 7.2 BALANCE MACROSCÓPICO DE CANTIDAD DE MOVIMIENTO 

Consideremos de nuevo el sistema de la Fig. 7.0— 1, haciendo las dos mismas 
suposiciones de antes. Aplicando la expresión de la conservación de la cantidad de 
movimiento de la Ec. 3.2— 1 a este sistema, se obtiene la siguiente ecuación vectorial 

4 p toi = - P 2 (v 2 2 )s 2 

at 

+ {Pl^l ~ Pi^i} 

- {F} + {wtotg} (7.2-1) 

siendo P i0 \ la cantidad de movimiento total 1 del fluido contenido en el sistema. Los 
dos primeros términos2 del segundo miembro representan la velocidad de entrada 
y salida de cantidad de movimiento debido al movimiento global del fluido; se ha 
despreciado la entrada y salida de cantidad de movimiento relacionada con los 
componentes de densidad de flujo laminar y turbulento de cantidad de movimiento 
r xx , T xy , etc., debido a que estas contribuciones son comparativamente mucho me¬ 
nores. Los términos entre corchetes representan las distintas fuerzas que actúan 
sobre el fluido en el sistema: las fuerzas de presión que actúan en los extremos 
del sistema, la fuerza neta -Fde las superficies sólidas que actúa sobre el fluido y la 
fuerza de gravedad m tot g que actúa sobre la masa total del fluido. Téngase en 
cuenta que F es la fuerza del fluido que actúa sobre el sólido y que corresponde a la 
suma de todas las fuerzas viscosas y de presión. 

En la Ec. 7.2-1 S 1 y S 2 se han escrito en negritas para indicar que son vectores. 
Estos vectores tienen de módulos y S 2 , respectivamente, y su dirección es la de la 
velocidad de tiempo ajustado en las secciones «1» y «2». Correspondiendo a estos 
vectores vamos a introducir w 2 = p 1 (v 1 )S 1 y w 2 — p 2 (v 2 )S 2 , que se definen de 
igual forma. 

1 La cantidad de movimiento total es P tot = J'pü dV. 

2 Mediante <£>") se indica que para tubos circulares, por ejemplo, 

n R i r -2 * CR 

v n r dr dO j J J r dr dO 
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Utilizando esta nueva notación para expresar la Ec. 7.2-1 resulta que el ba¬ 
lance de cantidad de movimiento en estado no estacionario es 

7 -Ptot - w + P s) - F + mtotg (7.2-2) 

dt \(v) I 

Este resultado se puede obtener también integrando la forma de la ecuación de 
movimiento expresada por la Ec. 3.2—8, 

Si el sistema de flujo está en estado estacionario, dP^Jdt = 0 y la Ec. 7.2-2 se 
transforma en ef balance de cantidad de movimiento en estado estacionario: 

F = + ps) + m tot g (7.2-3) 

\(v) / 

Este resultado es útil para calcular las fuerzas que actúan sobre piezas o aparatos, 
tales como paletas de turbinas y curvas de tuberías; también es útil, juntamente 
con otros balances macroscópicos, para describir el funcionamiento de eyectores 
de vapor de agua y otros aparatos en los que hay mezcla de corrientes de fluidos. 

La relación <v 2 >l<v> puede evaluarse si se determinan experimentalmente los 
perfiles de velocidad o es posible calcularlos -por los métodos que se han expuesto 
en los Capítulos 2, 3 y 5. En la mayor parte de los problemas ingenieriles dt flujo 
turbulento, donde el perfil de velocidades es, aproximadamente, plano, se puede 
substituir <v 2 >l<v> por <v>. (Véase problema 7.H.) :tf 

§7.3 BALANCE MACROSCÓPICO DE ENERGÍA MECÁNICA (ECUACIÓN 
DE BERNOULLI) 

En § 3.3 se ha visto que la ecuación de conservación de cantidad de movimiento 
de § 3.2 se puede transformar en una ecuación que describe la forma en que pueden 
convertirse entre sí las distintas formas de energía mecánica, y a veces «perderse» 
por conversión irreversible en energía calorífica. En general, no- es posible hacer 10 
mismo con la Ec. 7.2-2. Sin embargo, se puede integrarl la Ec. 3.3-2 sobre el 
volumen del sistema de la Fig. 7.0— 1 para obtener el siguiente balance macroscópico 
de energía mecánica en estado no estacionario para flujo isotérmico: 

— (Ktot + ^tot + Atot) = - A (r ~~ + (51 w - e , (7.3—l) 2 

dt L\2 (v) / J- 

1 R. B. BlRD, Chem.Eng. Sci., 6, 123-131 (1957). En esta deducción se admite que en todos los 
puntos del sistema aüj dt = o 

2 Para el flujo de un fluido de p constante, la Ec. 7.3-1 se transforma en 

i = -4 [ (i g + Í + «)»] - IT - £. 


(7.3-la) 
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En esta expresión, K tol , & tot y A tol , son, respectivamente, la energía cinética, la 
energía potencial y la energía libres (Helmholtz) totales del sistema de flujo; W es 
la velocidad a la que el sistema realiza trabajo mecánico sobre los alrededores, y E v 
es la «pérdida por fricción», es decir, la velocidad con que la energía mecánica se 

A 

convierte irreversiblemente en energía calorífica. La magnitud 0 es la energía po- 

A A A 

tencial por unidad de masa, y G = H ■— TS es la entalpia Libre (o energía libre de 
Gibbs) por unidad de masa. 

En aquellos sistemas en los que el comportamiento de flujo es independiente del 
tiempo, desaparece la derivada con respecto al tiempo del primer miembro de la 
Ec. 7. 3-1. Puesto que wq = u >2 = w, se puede dividir toda la ecuación por la ve¬ 
locidad de flujo de masa e introducir la notación W = W¡w y É v = Ejw. Además, 

para sistemas isotérmicos se puede substituir AG por I (1 /p) dp. De esta forma 

Jpi 

se obtiene, finalmente, el balance macroscópico de energía mecánica en estado esta¬ 
cionario: 

A i + A<i> + i*' - dp + W +, É v = 0 (7.3-2) 

2 ( v ) Jpt p 

Esta relación se denomina a veces ecuación de Bernoulli, si bien esta denominación 
se ha reservado históricamente para fluidos sin fricción con W = 0 y É v = 0. La 
Ec. 7.3-2 tiene muy numerosas aplicaciones y el principiante debe familiarizarse 
muy bien con esta importante relación. 

Veamos ahora cómo pueden modificarse algunos términos de la Ec. 7.3-2. La 
relación <vbj<v>, que aparece en la Ec. 7.3-2, puede calcularse por los métodos 
de los Capítulos 2, 3 y 5, o a partir de los perfiles experimentales de velocidad; pero 
en la mayor parte de los problemas ingeníenles con flujo turbulento (es decir, con 
perfiles de velocidad aproximadamente planos) <vbj<v> puede substituirse con buena 
aproximación por <ü>? (Véase problema 7.H.) 

En los casos habituales, en los que la aceleración de la gravedad es constante 
en todo el sistema, A4> se puede substituir por gAh, siendo h\ y hi las alturas de los 
planos «1» y «2», respectivamente. 

La integral que aparece en la Ec. 7.3-2 puede evaluarse si se conoce la ecuación 
de estado (para sistemas isotérmicos, esto implica el conocimiento de p en función 
de p, o viceversa). Dos casos especiales son los siguientes: 

3 Es decir, AT.o. * JV 2 dv, <¡> M rn J [pO dV y A m ,= j ’pÁdK estando todas tas integrales 
extendidas al volumen del sistema de flujo; aquí A s (7 — T§. En realidad, la Ec, 7.3-1 no es 
totalmente correcta para sistemas de flujo turbulento. La energía cinética total debería expresarse 
Uftv' + »'*) dV y los términos de energía cinética del segundo miembro deberían modificarse con 
el fin de tener en cuenta el transporte de energía a causa de las fluctuaciones turbulentas. Debido 
a que se sabe poco acerca de estos efectos, que por otra parte son generalmente pequeños, nos 
contentaremos con la anterior forma aproximada más sencilla. 
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gas ideal 

isotérmico: 

fluido 

incompresible 


IT;'"’"!' 

f 


**RT 

Mp 


dp = 


®i p 

1 1 
dp = - 0 2 - Pi) 
j>, p 


RT 

M 


ln — 



En la práctica ingenieril se admiten con frecuencia estos dos casos limite. 


(7.3-3) 

(7.3-4) 


Ejemplo 7.3-1. Deducción del balance de energía mecánica paca flujo estacionario 

incompresible 

Integrar la Ec. 3.3-2 con el fin de deducir el balance de energía mecánica para el 
flujo en un sistema como el de la Fig. 7.0 — 1, excepto que no hay partes solidas móviles 
(por consiguiente no hay posibilidad de que el fluido intercambie trabajo con ios alrede¬ 
dores). Supóngase que el fluido es incompresible y considérese solamente el caso de que 
el comportamiento de tiempo ajustado es estacionario. Utilizar el teorema de divergen¬ 
cia de Gauss para transformar las integrales de volumen en integrales de superficie: 

i (V • A) dV « í A n dS + | A„ dS + ) A„ dS (7.3-5) 

Jv Js, Js, 

en ly que V es el volumen de fluido contenido entre «1» y «2», Es conveniente separar 
la superficie de Ven la superficie de sólido mojado S 9 y las áreas de las secciones corres¬ 
pondientes a los planos «1» y «2». Téngase en cuenta que A n es el componente de la nor¬ 
mal de A dirigido hacia fiera. 

Solución. Para un fluido incompresible, la Ec. 3.3-2 (tomando g = — V4> y cam¬ 
biando el signo) se transforma en 

(a) (b) (c) (d) 

- j t (ipv 2 ), (V . lpv*v) (V ’P») (V • [t . al) 

— (t:Vp) + p(» - V$) (7.3-6) 

(e) (/) 

La ecuación anterior es tanto válida para flujo laminar como turbulento. A continuación 
se. procede a la integración, extendiéndola al volumen de todo el sistema de flujo: 

w ~ls<irrxiy--2jb*<r--Z*~‘0 <™> 

Esta integral se anula debido a que la energía cinética total en el interior del sistema no 
varía con el tiempo. 

( b ) í (V • \pv 2 v) dV — f lpv 2 v n dS 

JI JSv+Si+S, 

= -Jpdv’j.SV + |p(t)¡¡ 3 )5 2 


(7.3-8) 
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La integral extendida a S m es nula, ya que sobre las superficies mojadas p es cero. El pri¬ 
mer tbmino adquiere signo negativo, debido a que la velocidad de flujo está dirigida hacia 
el interior (es decir, opuesta a la normal hacia fuera) 

( c ) \ (V • pv) dV = I po n dS = —p 1 (v 1 )S 1 + p 2 (v 2 )S 2 (7.3-9) 

y ’ JV Js K +s ¡ +s, 

( d ) f(V • [x . r]) . = í [x * fin dS = 0 (7.3-10) 

La integral sobre S w es cero por la misma razón; las integrales extendidas a 5j y 52 re P re ~ 
sentan el trabajo producido por las fuerzas viscosas al impulsar el fluido hacia el interior 
o el exterior del sistema y esta contribución puede despreciarse con toda seguridad 


(e) 


J, 


(x : Vp) dV » E v 



(7.3-11) 


Esta integral representa la velocidad total de la conversión irreversible de energía mecá¬ 
nica en energía intema. 


(/) p J(p • VÍ>) dV = pJkv • í>r) - d>(V • p)] dV 

= p í 4>p„ dS — —p$i (üj )S 1 + p$ 2 (v 2 )S 2 (7.3-12) 

•Í5 w +ái|+5| 

puesto que para un fluido de p constante (V • t») = 0. 

Substituyendo los resultados anteriores en la forma integrada de la Ec. 7.3 -6, se llega a 


0 = AJ P <p 3 )S + Ap(v)S + E v + ¿S p 4>(v)S (7.3-13) 

Dividiendo por w = p <V> S, que para el flujo estacionario es una constante, se obtiene 

O-A^+Ía/í+^ + A* (7.3-14) 

2 (p) p 

•\ 

Esta ecuación es un caso especial de la Ec. 7.3 -2. El termino W puede obtenerse median- 
ta la inclusión de superficies solidas móviles, que permitan transmitir energía mecánica 
a los alrededores. 1 (Véase problema 7.R.) 


§ 7.4 ESTIMACIÓN DE LAS PÉRDIDAS POR FRICCIÓN 

Debido a la gran utilidad de la Fe. 7.3-2 para el cálculo cuantitativo, se ha 
dedicado una gran atención al desarrollo de métodos que permiten estimar las pér¬ 
didas por fricción É v en las distintas partes de un sistema de flujo. Claro esta que 
para un sistema cualquiera puede obtenerse experimentalmente É v midiendo todos 
los demás términos de la Fe. 7.3-2. Lo más frecuente es estimar é v y utilizar luego 
la Ec. 7. 3-2 para hallar cualquier otra magnitud, tal como la potencia necesaria 
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para bombear un fluido o la velocidad de flujo para una determinada potencia. 
Por lo tanto, esta sección se dedica al estudio teórico de los distintos métodos de 
estimación de É v . 

Al deducir la Ec. 7.3-1 mediante la integración de la Ec. 3.3-2, se ha visto 
que el término £ es (véase Ec. 7.3-11) 

E v = -J(t :Vv)dV (7.4-1) 

Es decir, que E v es exactamente la integral de la velocidad local de disipación de 
energía mecánica extendida a todo el volumen del sistema de flujo. En los sistemas 
sencillos de flujo laminar, E puede calcularse directamente a partir de la integral. 
Sin embargo, para los casos complejos de flujo, que generalmente se presentan en 
los sistemas ingeníenles, no es posible evaluar la integral de las perdidas por fricción. 

Desde luego, puede utilizarse el análisis dimensional para establecer la forma 
general de E v . Por ejemplo, para flujo newtoniano incompresible, la Ec. 7.4-1 se 
transforma en 

E v = +fij$> v dV (7.4-2) 

en la que & es la función de disipación [de dimensiones (velocidad) 2 /(longitud) 2 ] 
definida en la Tabla 3.4-8. Si el segundo miembro de la Ec. 7.4-2 se hace adimen- 
sional utilizando una velocidad característica Vq y una longitud característica /q, 

E, = (pvl ¡l XWUP)J<V dV* (7.4-3) 

en la que &* = (/ 0 /u 0 ) 2 0 V y dV* = í/(F//q 3 ). Utilizando los conceptos adimensio¬ 
nales de §§ 3.7 y 6.2, se ‘encuentra que la integral de la Ec. 7.4-3 depende sola¬ 
mente de los distintos grupos adimensionales de las ecuaciones de variación y de 
los diferentes factores geométricos que intervienen en las condiciones límite. Por 
consiguiente, si el único grupo adimensional significativo es un número de Reynolds, 
Re = IqVqpI(í, la forma general de la Ec. 7.4-3 es 


E v — pv<?Io~ * 


(una función adimensional de Re y 
las distintas relaciones geométricas) 


(7.4-4) 


Para el flujo en estado estacionario se opera con el término E v = Ejw, siendo 
w = p<v>S la velocidad de flujo de masa que pasa a través de cualquier sección. Si 
se elige <v> como velocidad de referencia Uq y y/S como longitud de referencia / 0) 
resulta 


£ v = 


(7.4-5) 
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en la que e t , es é factor de pérdidas por fricción, que es una función de un número de 
Reynolds y de las adecuadas relaciones geométricas adimensionales. El factor \ 
se ha introducido por semejanza con la forma de otras ecuaciones afines. 

Consideremos ahora las pérdidas por fricción en una conducción recta, con el 
fin de establecer la relación entre el factor de pérdidas por fricción e v y el factor de 
fricción f y entre la pérdida por fricción É v y la fuerza de/ fluido sobre e/ sólido F. 
Consideraremos solamente el caso especial del flujo estacionario de un fluido de p 
constante en conducciones rectas, de sección S y longitud L, arbitrarias pero cons¬ 
tantes. Si el fluido circula merced a un gradiente de presión y a la gravedad (y en 
la dirección de la gravedad), las Ecs. 7.2-3 y 7.3-2 se transforman en 


(cantidad de movimiento) 

F = (Pi - p 2 )S + ( pSL)g 

(7.4-6) 

(energía mecánica) 

É v = - (px - p 2 ) + gL 

(7.4-7) 


P 


Multiplicando la segunda ecuación por pS y restando, se obtiene 



Si además el flujo del fluido es turbulento, puede utilizarse la expresión de F en 
función del radio hidráulico medio R h (véase Ec. 6.2—16), para obtener 

É v = m* £/ (7.4-9) 

Rh 

en la que f es el factor de fricción que se ha considerado en el Capítulo 6. La Ec. 
7.4-9 es de la misma forma que la Ec. 7.4-5, y la comparación de ambas indica 
que e v = (LjRflf. 

La Ec. 7.4-9 expresa la pérdida por fricción É v en las longitudes rectas de la 
conducción. Si en el sistema de flujo existen diversos «obstáculos», tales como acce¬ 
sorios, variaciones bruscas de diámetro, válvulas o aparatos de medida de flujo, es 
preciso introducir otras contribuciones a £ v . Estas contribuciones adicionales pueden 
expresarse según la forma de la Ec. 7.4-5, determinando e v mediante uno de estos 
dos métodos: (a) resolución simultánea de los balances ‘macroscópicos o (A) medidas 
experimentales. En la Tabla 7.4-1 se indican algunos valores aproximados de e v , 
considerando que la velocidad media aguas abajo de la perturbación es (0); estos 
valores corresponden a flujo turbulento, para el cual la variación con el número de 
Reynolds no es demasiado importante. 

Teniendo en cuenta la discusión anterior, se expresa a continuación la Ec. 7.3-2 
en la forma aproximada que se utiliza frecuentemente para los cálculos de flujo tur¬ 
bulento, en un sistema compuesto de varios tipos de conducciones y resistencias 
adicionales : 
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A}(V ) 2 + gAh + rldp + W 

Jp t p 

+ 2, (i<e> 4 £/) + = O (7.4-10) 

\ k a /* 

suma de todos los tramos suma de todos los accesorios, 

de conducciones rectas válvulas, aparatos de medida, etc. 

donde R h es el radio hidráulico medio definido en la Ec. 6.2-16, f es el factor de 
fricción definido en la Ec. 6.1-4 y e v es el factor de pérdidas por fricción que 
se indica en la Tabla 7.4-1. Téngase en cuenta que en los primeros términos <jj> re¬ 
presenta las velocidades medias en los planos «1» y «2»; en el primer sumatorio, 
<V> corresponde a la velocidad media en el segmento iésimo de la conducción; y en 
el segundo sumatorio <v> es la velocidad media de flujo aguas abajo del iésimo 
accesorio, válvula u otro obstáculo. 


TABLA 7.4 -1 

BREVE RESUMEN DE FACTORES DE PÉRDIDA POR FRICCIÓN PARA UTILI¬ 
ZAR EN LA EC. 7.4-10 

(Valores aproximados para flujo turbulento) 4 

Obstáculos e v 


Cambios bruscos del área de la sección transversal 4 
Entrada normal de tubería 

Contracción bmsca 

Ensanchamiento brusco* 


Orificio (de borde afilado) 

Accesorios y válvulas 

Codos de 90” (curvados) 

Codos de 90 ° (en ángulo) 
Codos de 45° 

Válvula de asiento (abierta) 
Válvula de compuerta (abierta) 


0,05 

0 , 45(1 - p) 



2 , 7(1 - 0)(1 


0,4-0,9 
1,3-1,9 
0,3-0,4 
6-10 
0,2 


* Tomados de H. Kramers, Physische Transportverschijnselen, Technische Hogeschool, 
Delf, Holland (1958), PP- 53-54. 

* = (área de la sección menor)/(área de la sección mayor) 

( Véase la deducción de los balances macroscópicos del ejemplo 7.5 — 1. Cuando fi = 0, 
É v = i <V> 2 , siendo la velocidad aguas arriba del ensanchamiento. 
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Ejemplo 7.4-1. Potencia necesaria para el flujo enmm conducción 

¿Qué potencia se necesita para bombear agua en el sistema de la Fig. 7.4—1? El 
agua (p = 1,00 g cm~ 3 ; ,«=1,0 cp) se eleva al depósito superior a razón de 0,34 m 3 min -1 . 
Toda la conducción está formada por una tubería circular lisa de 10 cm de diámetro in¬ 
temo. 

Solución. La velocidad media en la conducción es 


Q (0 34)40», 

<v> = = —7xh ~T = °> 72 m SC S -1 

jiR 2 Mo,o + 


y el número de Reynolds es 

(0,10)(0,72)(10 3 ) 

Re - —jr -TF 3 -• x 

por lo tanto, el flujo es turbulento 

La contribución a £¡ v de las distintas longitudes de tubería será 


Zi ( i <v> 2 ^4 /j 


2 <v> 2 f. 


2(0,72)2(0,0049) 

( 0 , 10 ) 


+ 90+36+ 24 + 12) 


= (0,0508) (163,5) = 8,3 m2 seg-2 



Fig. 7.4-1. Flujo en una conducción con perdidas por fricción provocadas por accesorios. 

La contribución a £ v de la contracción brusca, de los tres codos de 90°, y del ensanchamiento 
bmsco (véase Tabla 7.4 — 1), serán 
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r,( \ <v#e v \~ 1/2(0,72)2(0,45+ 3. ¿ + 1) 

= 0,76 m 2 seg -2 

Aplicando la Ec. 7.4-10 resulta 

0 + (9,81)(37,5 - 12) + 0 + W+ 8,3 + 0,76 = 0 

A 

y despejando W se obtiene 

W = -250,16 - 8,3 - 0,76 = - 259 m 2 seg' 2 

Este es el trabajo (por unidad de masa) producido por el fluido en la bomba. Por lo tanto, 
la bomba comunica al fluido que circula en el sistema un trabajo de + 259 m 2 seg -2 o 
259/9,81 = 26,4 m kg//kg m . La velocidad de flujo de masa es 

w = Q P = (0,34/60)(10 3 ) = 5,67 kg m seg" 1 

Por lo tanto ’ ' 

-W= - wW= (5,67) (26,4) = 150 k g/ m seg" 1 

= 2 hp 

La potencia de la bomba es, pues, 2 hp. 

§ 7.5 UTILIZACIÓN DE LOS BALANCES MACROSCÓPICOS PARA EL 
PLANTEAMIENTO DE PROBLEMAS DE FLUJO ESTACIONARIO 

En § 3.5 se ha visto como se plantean las ecuaciones diferenciales para calcular 
los perfiles de velocidad y presión en sistemas isotérmicos de flujo, simplificando 
las ecuaciones de variación. En esta sección se procede de igual manera con los 
balances macroscópicos, con el fin de plantear las ecuaciones algebraicas que des¬ 
criben las propiedades de entrada y salida del fluido en el sistema representado en la 
Fig. 7.0— 1. Esta sección se reduce a sistemas isotérmicos estacionarios. 

Para cada problema se utiliza una forma especial de cada uno de los tres balances 
macroscópicos de las secciones §§ 7.1, 2 y 3. Teniendo en cuenta los términos que se 
han descartado se tiene automáticamente una lista completa de las suposiciones 
inherentes al resultado final. Todos los ejemplos ilustrativos que se presentan aquí 
son de líquidos incompresibles; en el caso de fluidos compresibles se producen con 
frecuencia considerables efectos caloríficos, y por esta razón no se considerarán 
hasta el Capítulo 15. 

Ejemplo 7.5-1. Aumento de presión y pérdidas por fricción en un ensanchamiento brusco 

Un fluido incompresible circula con flujo turbulento por un tubo circular cuya área 
de la sección transversal es Sj, y desemboca en un gran tubo de sección transversal 5z, 
tal como se indica en la Fig. 7.5-1. Utilizar los balances macroscópicos con el fin de 
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obtener una expresión de la variación de presión entre «1» y «2» y las pérdidas por fric¬ 
ción debidas al ensanchamiento bmsco. Para abreviar, tómese Vj = <i'i> y Vi = <vi>. 
Los perfiles de velocidad en «1» y «2» pueden considerarse planos. 

Solución. 

a. Balance de materia. Para flujo estacionario, según la Ec. 7.1-3, tendremos 


Wj — o PA'\S\ — P2P2S2 

Para un fluido de p constante, resulta (siendo /*= SJS#: 


ü 1 = i 

v 2 p 


(7.5-1) 


(7.5-2) 


b. Balance de cantidad de movimiento. El componente del balance de cantidad de mo¬ 
vimiento (Ec. 7.2-3) en la dirección de flujo es 

F ss WjPj “ + Pl S i “ (7.5-3) 

La fuerza F consta de dos partes: la fuerza viscosa que actúa sobre las superficies cilin¬ 
dricas paralelas a la dirección de flujo y la fuerza de presión que actúa sobre la superficie 
en «forma de arandela» que está inmediatamente después del plano «1» y que es perpen¬ 
dicular el eje de flujo. La primera contribución puede despreciarse y la segunda tomar¬ 
se igual a pi(S 2 — Sr), suponiendo que la presión sobre la superficie en forma de arandela 
es la misma que en «1». Según esto, se llega a 


— S¡) — pv 2 S 2 (v 1 — i> 2 ) + Pi§:1 PíPí (7.5-4) 

Despejando la diferencia de presión, se obtiene 

P 2 ~Pi ■ pv 2 (v ! - v 2 ) ( 7 . 5 - 5 ) 

o, en función de’ la velocidad aguas abajo del ensanchamiento 

P-t ~Pi = pv 2 2 (p ' 1 j (7.5-6) 

Obsérvese que el balance de cantidad de movimiento predice (correctamente) un aumento 
de la presión 

c. Balance de energía mecánica. La Ec. 7.3-2 para este sistema es 

\(v¿ - o, 2 ) + ~(p 2 - Pl ) + £ = 0 ( 7 . 5 - 7 ) 

P 

Introduciendo la Ec. 7.5-6 para el aumento de presión, después de algunas simplifica¬ 
ciones, se obtiene 


é. = w(^ - 1 )* 


( 7 . 5 - 8 ) 
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"i" " 2 " 



Fig. 7.5-1. Flujo en un ensanchamiento bmsco. 

que es un valor de la Tabla 7.4— 1. Este ejemplo ha servido para indicar como se utilizan 
los balances macroscópicos con el fin de obtener una expresión de las pérdidas por fric¬ 
ción en un obstáculo sencillo del sitema de flujo. Para números de Reynolds bajos, la 
suposición de que los perfiles de velocidad son planos puede conducir a un error consi¬ 
derable. (Véase problema 7.1.) 

Ejemplo 7.5-2. Eficacia de un eyector líquido-liquido 

En la Fig. 7.5 -2 se representa un diagrama esquemático de un eyector liquido-líqui¬ 
do. Se desea analizar la mezcla de las dos corrientes (del mismo líquido) mediante los 
balances globales. En el plano «1» confluyen dos corrientes líquidas, una con velocidad 
Vq y área de la sección transversal ¿ 5 j , y la otra con velocidad vq/2 y área de la sección 
transversal iSv El plano « 2 » se toma suficientemente lejos aguas abajo, de forma que 
las dos corrientes se han mezclado y la velocidad V 2 es prácticamente uniforme. El flujo 
es turbulento y los perfiles de velocidad se consideran planos. En este análisis se desprecia F 

Solución. 

a. Balance de materia. Para el estado estacionario, 

* w 2 o p í (Vi)S 1 = Pi(v 2 )S t (7.5-9) 

Para un fluido incompresible pi as p¡ =s p; y de acuerdo con la geometría del sistema 
Si = S¡ = 5; por lo tanto, 

<«?i> = <ü 2 ) = H + Ki»o) * H (7.5-10) 

b. Balance de cantidad de movimiento. Si se desprecia F, el componente del balance 
de cantidad de movimiento en la dirección del eje de flujo es 

<0 <tí> 
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Las relaciones de velocidades medias (suponiendo perfiles planos) son 

<«.*> ... , 

-rrr = <L¡> = S»o 


<ül> 



(7.5-12) 

(7.5-13) 


Substituyendo estas expresiones en la Ec. 7.5-11, y utilizando el resultado del apartado 
(a), según el cual Wj = Wj = $pVoS, se llega a 

Pi - Pi = t»W (7.5-14) 

Ésta es la expresión del aumento de presión que resulta de la mezcla de las dos comentes. 

A A 

c. Balance de energía mecánica. Si se suprimen W y 9, la Ec. 7.3-2, para el caso de 
• un fluido incompresible, se transforma en 


1 <ü 2 3 > 1 (üj 3 ) l 

2 <»,) 2 {v, > p ~ Pl) + E v=0 

Las relaciones de velocidades medias, calculadas como antes, son 


(7.5-15) 


1 <«tf > 

2 <ü 2 > 

1 <!Ül> 

2 (¿5,) 


¿ <V 2 = «’oj = t V 

3^1 + 2 O^o 3 


(7.5-16) 


(7.5-17) 


Substituyendo estas expresiones en la Ec. 7.5-15 y utilizando después la Ec. 7.5-14, 
se llega a 


Í4i t, 0 2 


( 7 . 5 - 18 ) 
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Este análisis conduce a buenos resultados para eyectores líquido-líquido. Sin embargo, 
en eyectores gas-gas la densidad varía considerablemente, y es preciso incluir en el análi¬ 
sis la ecuación del balance global de energía y una ecuación de estado. (Véase ejem¬ 
plo 15.4-4.) 


Ejemplo 7.5-3. Fuerza que actúa sobre la curvatura de una tubería 

Por un codo de 60°, en el que existe una contracción del diámetro intemo de 10 a 
7,5 cm, circulan 3,4 m 3 min -1 de agua a 95” C. Calcular la fuerza que actúa sobre el 
codo, sabiendo que la presión a la salida del mismo es de 1,1 atm. (Véase Fig. 7.5-3.) 

Solución. El número de Reynolds para el flujo en la tubería de 7,5 cm (siendo p = 
= 0,962 g cm -3 y p = 0,299 cp) es 


Re 


D(v)t> 4 Qp 


fj. nDfi 

4(3,4 x 10 6 /60) (0,962) 
<7,5) (2,99 x lO" 3 ) 


= 3,1 x 10 * 


Por consiguiente, el flujo es altamente turbulento y por esto se admite que los perfiles de ve¬ 
locidad son casi planos. Para simplificar, se tomará iq en vez de <£q>,iq 2 en vez de <vi 2 >, etc. 
Los tres balances se aplican en la forma siguiente: 

a. Balance de materia. Para el flujo estacionario, w\= wz; y, si la densidad del fluido 
no varía, el balance de materia da 



(7.5-19) 


siendo /? la relación entre las secciones menor y mayor. 

b. Balance de energía mecánica. Para flujo estacionario incompresible, la Ec. 7.3-2 

A A 

resulta en este caso (no teniendo en cuenta W ni A0): 


W + ~(P2 ~Pi) +É V =o (7.5-20) 

P 

De acuerdo con la Tabla 7.4-1 y la Ec, 7.4-5, el factor de fricción resutta aproxima¬ 
damente igual a K ■ -f o sea $v<¡ 2 . Introduciéndolo en la Ec. 7.5 -20 y utilizando el 
balance de materia, se llega a 

P1-P2- pv 2 2 (J “ W + 5) (7.5-21) 


que representa la caída de presión en el codo en función de la velocidad vz y el factor geo¬ 
métrico /?, que son ambos conocidos. 

c. Balance de Cantidad de movimiento. En este caso hay que considerar los componen¬ 
tes x e y del balance de cantidad de movimiento; para el componente x tendremos 
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F x = Wlx v l - «Vi + PiSy, - PiS2X 

=* (pViSJvi - (pt> 2 S 2 eos 6)v 2 + p 1 S 1 - ^5^ eos e 
= pv 2 2 S 2 (P - eos 0) + (/>J - p¿Si + /> 2 (^1 - S 2 eos 9) 


0 m 60 * 

\ 

_ ± 

Fuerza ejercida por el 

fluidó sobra el codo 


Fig. 7.5-3. Fuerza de reacción en un codo de reducción de una tubería. 
Introduciendo la Ec. 7.5 -21, se obtiene 

F„ = - eos 6) + pvfSttKfs + PÁ(P* 1 - eos 6) 

= P&SfH&p- 1 - COS 0 + i/3) + PiSJp- 1 - eos 0) (7.5-23) 

Para el componente y, siendo = 0 y = 0, tendremos 

F v = - pÁy - 

- —pQ i Sf l sen 0 - />*S 2 sen 0 — (7.5-24) 

siendo L y R la longitud y el radio de un cilindro aproximadamente equivalente. 

De esta forma, se han obtenido los componentes de la fuerza de reacción en función 
de magnitudes conocidas y sólo falta substituir los valores numéricos: 
p = 961 kg„ m -3 S 2 = 4,4 X 10“ 3 /«2 

Q = 0,0567 m 3 seg- l p= lít. = 0,562 

cose = 1/2 R = 0,0375 m 

sen e = V3/2 L = 0,25 m 

Pi = 1,14 x 10 4 kg^ m -2 
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(961) (0,0567)2 / 7 1 l 0,562 

*“ (0,0044) (9,81)(lO 0,562 2 + 2 


! ) + (i,,4 xm (0,0044) (J^ - I) 


= 71,6(1,24 - 0,50 + 0,28) + 50(1,78 - 0,50) 
= 73 + 64 = 137 kg/ 

(961) (0,0567)2/1,732 


^ü(^) -(1 ’ 14 X 104 )(°> 0044 )(^) - (3,142)(0,0375)2(0,25) 


F = — 

Y (0,0044) (9, 

= - 62 43 -1 = - 106 kg/ 

Por consiguiente, el valor de la fuerza es 


(7.5 -25) 
(961) 
(7.5 -26) 


\F\ = V137 2 + 1062 = 173 kg/ 

El ángulo que forma esta fuerza con la vertical es 


(7.5 -27) 


13 7 

arctg — = arctg 1,29 = 52° 
106 


(7.5 -28) 


Al considerar el cálculo se observa que todos los efectos son importantes, con la única 
excepción de la fuerza de 1 kg, correspondiente al peso de fluido. 


Ejemplo 7.5-4. Flujo isotérmico de un liquido a través de un orificio 


Un método frecuentemente utilizado para determinar la velocidad de flujo en una 
conducción, consiste en medir la caída de presión que se produce al atravesar un «obs¬ 
táculo» situado en la conducción. En el caso de un orificio, el obstáculo consiste en una 
lámina delgada provista de una perforación central, tal como se representa en la Fig. 
7.5-4. Aquí vamos a deducir una fórmula para la velocidad de flujo en el orificio. Los 
demás aparatos de medida de flujo se pueden tratar de una forma análoga. Para resolver 
esta cuestión se aplica un balance de materia y otro de energía mecánica a la región com¬ 
prendida entre los planos « 1 » y « 2 », en los que están situadas las dos tomas de presión. 

Solución. 

a. Balance de materia. Para un fluido de densidad constante en un sistema en el que 
S\ = S 2 = S, el balance de materia conduce a 


<i>i> p* (v 2 ) = (v) 


(7.5-29) 


b. Balance de energía mecánica. Para un fluido de p constante, cuando no hay produc¬ 
ción de trabajo ni variación de energía potencial, tendremos: 


<v 2 ? _ <Pi>f Pz — Pi 1 , n 

- - + —-- + -<v 2 y l e v = 0 

2a 2 2a x p 2 


(7.5-30) 
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S i a sección de la tubería a S<¡ 



Fig. 7.5-4. (a) Orificio de borde afilado, con indicación de los perfiles aproximados de veloci¬ 
dad en distintos planos próximos a la placa del orificio. Obsérvese que el chorro de liquido a la 
salida del orificio tiene un diámetro algo menor que éste. Para el flujo altamente turbulento el 
chorro adquiere una sección mínima correspondiente a la vena contracta. Obsérvese que junto 
a la pared se produce algo de flujo de retroceso. El valor de este estrechamiento del chorro, esti¬ 
mado a partir de la teoría del flujo ideal, es C c = «coeficiente de contracción» = (5 V ena contracta /-So) 

= nftn -f 2) = 0,611. [Véase H. Lamb, Hydrodynamics, Dover, primera edición americana 
(1945), p. 99.] (ó) Perfil aproximado de velocidad en el plano «2», utilizado para el cálculo de 


En esta expresión se han introducido los factores a con el fin de tener en cuenta la diferen¬ 
cia entre <v>* y <v 3 >/<v>. Combinando las Ecs. 7.5-29 y 30 se obtiene una expresión para 
<V>, que al multiplicarla por pS, resulta 


tv as p(v)S s¡ ps 


1 2 (pi — Píílp 

-~+e„ 


(7.5-31) 


De esta forma se obtiene la velocidad de flujo de masa en función de la diferencia de pre¬ 
sión. Debido a que los modelos de flujo son complicados, ai, aj y e v , sólo se pueden ob¬ 
tener de forma aproximada: 


i. Se supone que e v es cero 

ii. Se supone que el perfil de velocidad en «1» es plano, de forma que ai = 1 

iii. Se supone que el perfil de velocidad en «2» viene dado por el perfil aproximado 
de la Fig. 7.5 ~4b, de forma que ve = <v>{S¡So), y 
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, > 2 3 ) s 0 [{v)(s/s 0 )f + (s - s 0 m i 

«2 <f2> 3 S ' <l>> 3 



Con estas suposiciones, la Ec. 7.5-31 se transfomia en 


(7.5-32) 


■ = • S J Sw (7 ' M3) 

Esta expresión representa la variación fundamental de w con la densidad del fluido, la 
diferencia de presión (que se puede medir con un manómetro) y las dimensiones del tubo 
y del orificio. Para tener en cuenta los errores introducidos por las suposiciones (i), (ii) 
e (iii), se acostumbra, en la práctica, a multiplicar el segundo miembro de la Ec. 7.5-33 

por un coeficiente de descarga Q: 

<7S - 311 

Los coeficientes de descarga experimentales se han correlacionado en función de un nú¬ 
mero de Reynolds 1 y (So/S). Para valores elevados del número de Reynolds, Q tiende 
hacia 0 , 61 . X 

§7.6 UTILIZACIÓN DE LOS BALANCES MACROSCÓPICOS PARA 
PLANTEAR PROBLEMAS DE FLUJO NO ESTACIONARIO 

En § 7.5 se ha visto la forma en que se pueden abordar los problemas de flujo 
isotérmico en estado estacionario, mediante los balances macroscópicos. En esta 
sección se considera, la utilización de los balances en estado no estacionario de las 
Ecs. 7.1-2, 7.2-2 y 7.3-1 para describir el comportamiento de los sistemas ma¬ 
croscópicos en función del tiempo. Aunque la literatura ingenieril está llena de 
ejemplos sobre las aplicaciones de los balances en estado no estacionario, no se ha 
dedicado, sin embargo, suficiente atención al análisis basado en dichos balances. 

Aquí se presentan dos problemas de estado no estacionario con el fin de explicar 
su planteamiento y resolución. En los problemas 7.L y 7.P se presentan más ilus¬ 
traciones de balances macroscópicos no estacionarios. 

Ejemplo 7.6-1. Tiempo de vertido para el flujo en un embudo 

Un embudo cónico, cuyas dimensiones se indican en la Fig. 7.6 — 1, está inicialmente 

lleno de líquido y se vacía por gravedad. Determinar el tiempo de vertido. 

Solución. De acuerdo con la geometría del sistema, es evidente que 


r l 

z o 



(7.61) 


1 G. L. Tuve y R. E. Sprenkle, Instruments, 6, 201-206, 8, 202-205, 225, 232-234 (1935); 
J. H. Perry, Chemical Engineers Handbook, McGraw-Hill, Nueva York (1950), p. 405. 
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También se, pueden expresar las correspondientes velocidades del fluido, mediante ba¬ 
lances de materia, en función de la altura z de la superficie del liquido: 


v(z) = velocidad en un plano cualquiera del líquido = 


z 2 dz 
z 2 dt 


(7.6 -2) 


vi = velocidad de vertido = 


z 2 dz 
1? dt 


(7.6-3) 


a. Balance de energía mecánica. Se considera ahora como sistema el fluido que un 
instante cualquiera t está por encima del plano z = Zi. Al plantear el balance de energía 
mecánica se tienen en cuenta las siguientes especificaciones: (i) En este sistema no existe 
el plano «1» ; es decir, que no hay «corriente de entrada», y por lo tanto h>i es cero. (ii) 
Se toma como plano «2» el de salida situado en z = z% donde la velocidad de flujo de 
masa es W 2 . (iii) La superficie libre del líquido se considera como una superficie móvil que 



Fig. 7.6-1. Recipiente cónico desde el que vierte un liquido. El término r es el radio de la super¬ 
ficie del líquido situada a la altura z; r es el radio del cono para una altura arbitraria f, 

es capaz de intercambiar energía mecánica con los alrededores. Como la superficie libre 
y el chorro de salida están en contacto con la atmósfera, la presión p es la misma enz *z 
y z = z% Vamos a analizar el sistema utilizando la expresión para densidad constante de 
la Ec. 7.3-la: 

~ (*tot + ®tot) = - A K £« 2 +gz)w] - A (p(v)S) - W- E v 


(7-6-4) 
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La velocidad con la cual los alrededores comunican trabajo al sistema viene dada por la 
fuerza que ‘actúa sobre la superficie libre multiplicada por la velocidad de descenso de 
dicha superficie; es decir, - W = p{zcr 2 )( - dzjdt). El término - A(p<v>S) se transforma 
en —pViSi = - y 'P(nr 2 i )(z 2 ¡Z 2 2 ) (— dz/dt). Esta contribución se compensa exactamente con 
— W, según se puede ver, utilizando las Ecs. 7.6 -1 y 7.6-3. La disipación viscosa E v 
es muy pequeña y puede considerarse en este caso igual a cero. También se desprecia 
el término de energía cinética del primer miembro. 1 Por consiguiente, la Ec. 7.6-4 se trans¬ 
forma en 





(7.6-5) 


Dividiendo por h > 2 s= pv 2 nr 2 2 y utilizando la Ec, 7.6-1 para substituir r 2 por 
se llega a 


v#¿dt\ 4 ) 


= ~W - g Z 2 




( 7 . 6 - 6 ) 


Efectuando la diferenciación y utilizando luego la Ec. 7.6-3, se obtiene 


-g z = -W -gh (7.6-7) 

de donde 

»2 = - z 2 ) , (7.6-8) 

Ésta es la ley de Torricelli, que\x presa de forma aproximada la velocidad de verddo en 
fondón de la altura de la superficie del líquido. 

b. Balance de materia. Aplicando el balance de materia en estado no estacionario de 
la Ec, 7.1-2, se obtiene 

í i pnr 2 dz = —pv 2 nr^ (7.6-9) 

dt Jt t 

Utilizando la Ec. 7.6- 1 para substituir r 2 por ¿ 2 (r 2 2 /z 2 2 ) y la Ec. 7.6-8 para introducir 
la expresión de vi, se llega a 

i 

(rjÉ 3 (z3 " 2 * 3) = - (7.6-10) 

Si el orificio inferior es muy pequeño, para la mayor parte del periodo de vertido z 2 <^z 
y puede tomarse aproximadamente 2gz en vez de 2g(z — za). Según esto, la Ec. 7.6-10 
(después de diferenciar con respecto al tiempo) se transforma en 

z*j t = -z 2 2V 2 ~g (7.6-11) 

Integrando con la condición inicial de que z = za para / = 0, se obtiene 


1 En el problema 7.P se presenta un ejemplo en el que se incluye el término de energía cinética. 
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# - = W^2g t 

El tiempo total de vertido se obtiene tomando z = 22 *5í 0: 

' wrt= ¡ (s) Vt° 

A este resultado se ha llegado después de e'ectuar bastantes suposiciones. La omisión 
del termino de energía cinética del primer mié nbro es particularmente importante cuando 
el nivel del líquido es bajo. También se ha supuesto que no se forma vórtice durante el 
vaciado del embudo. 

Ejemplo 7.6-2. Oscilaciones de un manómetro amortiguado 

El fluido contenido en un tubo manométrico esta inicialmente en reposo y se pone 
bruscamente en movimiento por aplicación de una diferencia de presión p a — p b . Hallar 
la ecuación diferencial del movimiento del fluido manométrico para flujo isotérmico in¬ 
compresible. Obtener una expresión del radio del tubo para el cual tiene lugar el «amor¬ 
tiguamiento crítico». Despreciar la densidad del gas situado por encima del líquido ma¬ 
nométrico. La notación se indica en la Fig. 7.6-2. 



(7.642) 

(7.6-13) 


Solución. Se toma como sistema el fluido manométrico. En este sistema no existen 
los planos «1» y «2» de entrada y salida de fluido. Las superficies Abres del líquido pueden 
intercambiar trabajo con los alrededores. Se aplica un balance de energía mecánica según 
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la forma de la Ec. 7.3 —la. Puesto que Wj y son cero, los únicos términos que quedan 
en el segundo miembro son — W y —E v . 

Para evaluar el término de energía cinética y el término E v se admite un perfil para¬ 
bólico de la forma 


v(r, t ) = 2{v) 



(7.6-14) 


siendo <v> una función del tiempo que se toma como positiva para el flujo de izquierda 
a derecha. Por lo tanto, 


d d f L r R 

dl K,ot = J 0 J 0 ^ ' 2nrdr dl 

, d f 1 r r 

SS7fpLR dtj 0 

= f pLS(v)¿ t (») (7.6-15) 


siendo / una coordenada que va a lo largo del eje del tubo manométrico, y L una longitud 
medida sobre este eje desde una a otra interfase del fluido manométrico (o sea, la «longi¬ 
tud» total) 

La variación de energía potencial con el tiempo es 


dt 


= ~ 


X ÍR 


pgz 2 ti r dr dl 


ojo 


¿ T í integral extendida a la parte,) 
= — * ' que está por debajo de z = 0 ’ 
y que es constante i 


dt 


Li 


+ pgS 


(K +H -h 


zdz + pgS 


fK+H+h 


z dz 


] 


dh 

= 2 Pg Sh- 


(7.6-16) 


El trabajo neto producido por los alrededores sobre el sistema es 

- W = { Pa - Pb )S<.v) (7.617) 

Finalmente, el término de perdidas por fricción es 

E v = - í í (t Vv)2-nrdr dl 

Jo Jo 
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= 8rrL^<ü> 2 ^(-2!) 2 £í/f 

= 8LS/*(v) 2 IR 2 (7.6-18) 

Substituyendo estos témtinos en el balance de energía mecánica (siendo <ii> = dh¡dt) 



(7.619) 


que ha de resolverse con la condición inicial de que para t - 0, h = 0 y dh¡dt - 0. 

La Ec. 7.6 — 19 es no homogénea, pero puede transformarse en homogénea introducien¬ 


do la nueva variable k, definida por 



O %o 

{ Pa -Pb 




(7.620) 


Por tanto, la ecuación del movimiento del fluido manométrico es 



(7.6-21) 


Esta ecuación diferencial de segundo orden es la misma que describe el movimiento de 
una masa conectada a un muelle y un amortiguador, o el paso de corriente en un circui¬ 
to RLC. 

Una posible solución de la Ec. 7.6 -21 es k = Substituyendo esta función en la 
ecuación, se obtienen los dos valores siguientes 


m ± = l[-(6nl& P ) ± V(6a.//PV.)* - (6 g/L)] (7.6-22) 

y la solución adquiere una. de estas dos formas: 

k a c + e m +* + C_e m ~* m + ^ m_ (7.6-23) 

k * C t e mt + C 2 te mi m + = m_ = m (7.6-24) 

determinándose las constantes a partir de las condiciones iniciales. El tipo de movimiento 
que adquiere el fluido manométrico depende del valor del discriminante de la Ec. 7.6-22: 

a. Si (6/¿/R 2 p) 2 > (6 g/L), el sistema está «superamortiguado» y el fluido se mueve 

lentamente hacia su posición final. 

b. Si (6 ft/R 2 p) 2 < (6 g/L), el sistema esta «¡nfraamortiguado» y oscila alrededor de 

la posición final con una amplitud cada vez menor. 

e. Si (6p¡R 2 p) 2 = (6 g/L), el sistema está «críticamente amortiguado» y se mueve 

hacia la posición final en la forma monótona mas rápida. 
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Por consiguiente, el radio del tubo críticamente amortiguado es 

„ /6/i 2 L\'rí 

R cr = (^r) (7.6-25) 

Si el radio R del tubo es mayor que R cr , se produce un movimiento oscilatorio. 

CUESTIONES PARA DISCUTIR 

1. ¿Cómo están relacionados los balances macroscópicos con las ecuaciones de variación del 
Capítulo 3 ? 

2. ¿Cómo se define <v n > para el flujo axial en un anillo cilindrico? 

3. Comprobar la consistencia dimensional de la Ec. 7.2-3 y explicar el significado de «v, S, 
y g, para algún sistema concreto de flujo. 

4. Comprobar la consistencia dimensional de la Ec. 7.3-2 y resumir los métodos de estima¬ 
ción de É v . 

5. ¿Cómo se evaluarla la integral de la Ec. 7.3-2 para un gas de van der Waals? 

6. Evaluar E v y É v para el flujo laminar en un tubo circular, utilizando la Ec. 7.4— 1; en este 
caso —(t:Vv) = !i(dv,ldr )*. 

7. ¿ Qué relación existe entre el factor de fricción/ y el factor de pérdidas por friccidn e v para 
el flujo incompresible en cénales rectos? 

8. ¿Cómo se utiliza la Ec. 7.4-10 para calcular la potencia necesaria para obtener una velo¬ 
cidad de flujo determinada y para calcular la velocidad de flujo cuando se conoce la potencia? 

A 

9. ¿Cuál sería el error del resultado final del ejemplo 7.4-1 si la estimación de E v estuviese 
multiplicada por 2? ¿En qué condiciones sería este error más importante? 

10. ¿Cómo se afectarían los resultados del ejemplo 7.5-3 si Pz valiese 11 atm en vez de 
1,1 atm? 

11. Explicar cómo funciona Uu medidor de orificio. Citar algunas de sus ventajas e incon¬ 
venientes. 

12. ¿Funcionaría correctamente el medidor de orificio de la Fig. 7.5—4 en una nave espacial? 

13. Comparar la deducción de la ley de Torricelli del ejemplo 7.6— 1 con la que se efectúa en 
otros libros, la mayor parte de los cuales basan su deducción en un método de «estado cuasi esta¬ 
cionario». Explicar este término. 

14. Completar el análisis del ejemplo 7.6-2 calculando la altura del fluido en función del 
tiempo. Calcular el radio de amortiguamiento crítico para un sistema real. 

15. ¿Qué ocurriría si en la Fig. 7.4-1 la altura de 1,5 m fuese de 15, m? 

16. ¿Puede aplicarse la Ec. 7.4-8 para el flujo no-newtoniano incompresible? 

PROBLEMAS 

7.A] Aumento de presión en un ensanchamiento brusco 

Por el ensanchamiento brusco de la Fig. 7.5 «• 1 fluye Una solución acuosa con una velocidad 
de 1,70 m-'/min. El diámetro interior de la tubería estrecha es de 13 cm y el de la ancha 23 crn. 
Calcular el aumento de presión en atm, si la densidad de la solución es 1,009 g cm — 3. 

Respuesta: 0,01 atm. 

7.B] Flujo de un gas compresible en un tubo cilindrico 

Por una tubería horizontal de 7,6 cm de diámetro interior circula un caudal de 0,127 Rg seg -1 
de nitrógeno gaseoso con flujo turbulento isotérmico a 25” C. Las presiones a la entrada y salida 
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del tubo son 2 y 1 atm, respectivamente. A partir de los balances macroscópicos de materia y ener¬ 
gía mecánica, evaluar las «pérdidas por fricción» ¿i,,, en kcalkg m -1 , suponiendo que el gas se com¬ 
porta como ideal. 

Respuesta: 14,6 kcal kg OT -1 


7.Ci Flujo incompresible en un anillo 

Por una conducción de 6 m de longitud, formada por dos tubos concéntricos, se hace circular 
un caudal de agua de 55 m 3 hr~ 1 a 15° C. Los diámetros interno y externo del tubo son 7,5 cm y 
17.5 cm, respectivamente. La entrada está 1,5 m más baja que la salida. Utilizar el radio hidráu¬ 
lico medio para resolver el problema. Supóngase que la entrada y la salida están a la misma pre¬ 
sión. Se desea calcular la potencia de la bomba. 

Respuesta: 0,32 hp. 


7.Dj Fuerza que actúa sobre una curvatura en U de una tubería 

Por una curvatura en forma de U de una tubería circulan 85 1 /seg de agua a 20° C (p = 0,999 g 
cm-3 y ¡a = 1,0 cp). (Véase Fig. 7.D.) ¿Cuál es la fuerza neta que actúa sobre la tubería en U? 

Respuesta: 410 kg/ 


" 2 " 



Fig. 7.D. Flujo en una curvatura en U; las dos ramas están a la misma altura. 

7.E] Desintegración de astillas de madera 

En la manufactura de pasta de papel, las fibras de celulosa de las astillas de la madera se sepa¬ 
ran de la lignina mediante calentamiento a presión con soluciones alcalinas en grandes tanques 
cilindricos llamados digestores. Al final del período de «cocción» se abre una pequeña portezue¬ 
la situada en el fondo del digestor y las astillas de madera chocan contra una placa para comple¬ 
tar la desintegración y separación de las fibras. Estimar la velocidad de la corriente de descarga 
y la fuerza que ejerce sobre la lámina en las condiciones que se indican en la Fig. 7.E. para el mo¬ 
mento en que se inicia la descarga. Puede despreciarse la fricción contra la pared del digestor y 
la pequeña cantidad de movimiento del fluido en el interior del tanque. 

Respuesta: 1275 kg, seg -1 ; 4950 kg/ 


7JF t Calculo de la velocidad de flujo 

Calcular la velocidad de flujo, para agua a 20° C, en el sistema que se indica en la Fig. 7.F. 
El nivel del liquido en el deposito superior se mantiene constante. 

Respuesta: 7,3 m 3 min -1 . 
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7.G] Evaluación de distintas velocidades medias a partir de medid as con un tubo de p¡t 0 t 

Los siguientes datos experimentales 1 se han determinado mediante un tubo de Pitot. para di¬ 
versas posiciones a lo largo del diámetro de una tubería de 7,77 cm de radio, por la que circula 
agua. 

Distancia desde el Velocidad local 

Posición centro del tubo (cm) (cm seg“l) 


1 7,11 239,3 

2 5.51 316.7 

3 3.63 344,7 

4 1,83 355,4 

5 0,00 359.4 

6 1,83 356,6 

7 3,63 349,6 

8 5,51 338,3 

9 7,11 282,2 


Representar gráficamente estos datos y utilizar la fórmula de Simpson para calcular <V>/Vmáx 
<V 2 >¡v 2 m íx, y <v 3 >¡Vmíx- 


7.H 2 Velocidades medias para flujo turbulento 

En §§ 7.2 y 7.3 se ha indicado que para el flujo turbulento se acostumbra substituir (a) (v 2 >/ 
<v> por (v) y (í>) (v 3 )¡{») por (ó) 1 , ¿Qué tanto por ciento de error se comete al utilizar esta 
aproximación para el flujo en un tubo? Utilícese la ley de la potencia j (véase § 5.1) para esti¬ 
mar el error. Respuestas: a. 2 por ciento; b. 6 por ciento. 


7.1 2 D escarga múltiple en una conducción común 2 

Ampliar el ejemplo 7.5-1 de forma que el fluido (incompresible) que circula por varios tubos 
descargue en otro de mayor diámetro, dando lugar a un considerable aumento de la sección, tal 
como se indica en la Fig. 7.1. 


1 ” 


" 2 " 



Fig, 7.1. Descarga múltiple es una conducción común; el área total disponible para el flujo en 

«1» es Si y S 2 en «2». 


1 B. Bird, tesis doctoral en Ingeniería química. Universidad de Wisconsin (1915). 

2 W. M. Kays, Trans. ASME^ 72 , 1067 (1950). 
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Estos sistemas son importantes en relación con ciertos tipos de cambiadores de calor, donde las 
pérdidas por ensanchamientos y contracciones representan una fracción considerable de la pérdi¬ 
da total de presión. Tanto en los tubos pequeños como en el grande el flujo puede ser laminar 
o turbulento. 

a. Demostrar que los balances macroscópicos conducen a las siguientes expresiones para el 
aumento de presión y las pérdidas por fricción: 


/>,-/>! = pwml" - pk?) 

[ *•<«> / * r<2) 

en las que se han introducido las relaciones adimensionales: 

jA¡> _ . R = — = í ' V ' 2 ' f 

‘ <P¡> i ’ P S t <»,> 



(7.1-1) 

(7.1-2) 


(7.1-3,4) 


Demostrar que para el flujo laminar en tubos circulares resulta: = |, y = 2. 

c. Discutir el comportamiento de las pérdidas por fricción cuando (i = 0 y cuando * 1. 

d. Discutir las distintas posibilidades con respecto al flujo laminar y turbulento. 


7 ,j 2 Evaluación de velocidades medias para el R ujo laminar de fluidos no newtonianos en tubos 
circulares 

a. Evaluar las relaciones (definidas en el problema 7.1). 




(7.J-1.2) 


para el flujo laminar en tubos circulares largos de un fluido que sigue la ley de la potencia 
(Ec. 1 .2-3). Obsérvese que las relaciones permiten expresar de tal forma los balances ma¬ 
croscópicos de materia, que las relaciones de velocidades medias vienen dadas por la cantidad de 
movimiento o la energía cinética de la corriente, multiplicadas por un factor de corrección! 


<u*> 

TT = <”> • K " > 
(v) 


1 <^> 

2 <»> 


1 


<u>> • X ,a » 


(7.J-3.4) 


6. Repetir la deducción para un fluido de Bingham 

Respuesta: a. K í,s = (3 n + l)/(2 n + 1) 

K w = 3(3 n + l)*/(2n + 1)(5« + 3) 


7.K 2 Pérdidas por fricción en el flujo no-newtonlano 

Un fluido que sigue la ley de la potencia (Ostwald-de Waele) definida en la Ec. 1.2-3, circula 
con flujo laminar por una tubería circular de radio R y longitud L. Los per.iles de velocidad se. 
han hallado en el problema 2.H. 

a. Demostrar que los perfiles de velocidad pueden expresarse en esta otra forma: 


v. 

<»•> 



(7.K-1) 
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b. Evaluar las perdidas por fricción E v mediante la Ec. 7.4-1, utilizando la Tabla 3.4-8 para 
expresar el integrando en forma conveniente. Demostrar que 


2nmL(v)’ +l . /\* 

R '- 1 ( + ñ) 


(7.K-2) 


c. Demostrar que se puede utilizar la Ec. 7.4-8 para obtener el mismo resultado. El factor 
de fricción para este sistema se ha calculado en el problema 6.K. 


7 X 2 Variaciones del inventario de un depósito de gas 

Un depósito de gas natural se abastece a través de una conducción con una velocidad esta¬ 
cionaria W\ kg hr -1 . En un período de 24 horas, la demanda de combustible desde el depósito, 
Wj, varía aproximadamente en la forma siguiente: 

w, =* A + B eos <ot (7.G1) 

siendo oit un tiempo adimensional medido a partir de la hora de máxima demanda (6 de la ma¬ 
gaña aproximadamente). 

a. Determinar los valores máximo, mínimo y medio de Wj, para un período de 24 horas, en 

función de A y B. 

b. Determinar el valor necesario de nq en función de A y B. 

c. Tomar m = nif¡ para t = 0, e integrar el balance no estacionario de materia con esta condi¬ 
ción límite a fin de obtener m en función del tiempo. 

d. Determinar la capacidad mínima que ha de tener el deposito para satisfacer la demanda 
sin interrupción, si A = 2268 kg, hr -1 , B = 907 kg M hr - \y p = 0,705 kg M m -3 . ¿A qué hora 
del día debe estar lleno el depósito para permitir esta operación? 

t. Determinar la capacidad minima del deposito que se necesita para disponer en todo momen¬ 
to de una reserva para tres días como mínimo. 

Respuesta: d. 9,82 x 10 3 m 3 . 

e. 2,41 x 105 m 3 


7 .M 3 Tiempo necesario para vaciar un tanque mediante una tubería de descarga 

a. El tanque y la tubería de I a Fig. 7.M están inicialmente llenos de un líquido de densidad 
p y viscosidad fl. Hallar una expresión del tiempo necesario para vaciar el tanque (pero no la tube¬ 
ría), utilizando un método de estado cuasi estacionario. Emplear un balance de materia en estado 
no estacionario juntamente con un balance de energía mecánica en estado’estacionario. Despré- 
CÍense las perdidas de la entrada y supóngase que el flujo en el tubo es en todo momento laminar. 
Despiérnese también la energía cinética de la corriente que sale. 

b. R ehacer el problema para el caso de que el flujo en la tubería sea turbulento. 

8 luLJP ( 

Respuesta.- a, Iwc = —¿7 ln 11 + 

pgR» \ 



7.Nj Comedones de entrada en riscosímetros de tubo 3 

En el análisis de los datos viscosimétricos de flujo en un tubo para determinar la viscosidad, 
secomparaladiferencia de presión frente a los datos experimentales de la velocidad de flujo con 

la correspondiente expresión teórica de la diferencia de presión en función de la velocidad de flujo. 


3 A. G. Fredrickson [tesis doctoral, Universidad de Wisconsin (1959)) desarrolló y aplicó 

este método para estudios viscosimétricos de fluidos, no-newtonianos. 
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Fig. 7.M. Tanque provisto de una larga tubería de desagüe; la superficie del liquido y la salida 
de la tubería están a la presión atmosférica. 


En la expresión teórica se supone que el flujo está totalmente desarrollado en la región compren¬ 
dida entre los dos planos en los que se mide la presión. En un aparato como el que se indica en 
la Fig. 7.N se conoce la presión a la salida del tubo («2») y en la superficie del líquido en el tan¬ 
que («1»). Sin embargo, los perfiles de velocidad no están totalmente desarrollados en la región 
de entrada del tubo. Por lo tanto, no se puede aplicar la expresión teórica que relaciona la diferen¬ 
cia de presión con la velocidad volumétrica de flujo (ley de Hagen-Poiseuille). Sin embargo, la 
ley de Hagen-Poiseuille puede utilizarse siempre que las medidas de flujo se realicen en dos tubos 
de diferente longitud, y L¡¡\ la longitud del tubo más corto ha de ser suficientemente larga para 
que los perfiles de velocidad estén totalmente desarrollados a la salida, en cuyo caso, la parte 
final del tubo largo, de longitud Lb — L¿, seró una región de flujo totalmente desarrollado. 
(Véase Fig. 7.N.) Si se conoce el valor de para esta región, se ‘puede aplicar la ley de 

Hagen-Poiseuille de la Ec. 2.3-19. 

Demostrar que combinando adecuadamente los balances de energía mecánica expresados para 
los sistemas «1-2», «3-4» > «0-4«, se obtiene la siguiente expresión para cuando la velo- 

cidad de finjo es la misma en ambos viscosimetros: 


Lm-L á 


Ps-Pa 

L,-L Á 


+ Pg 




(7.N-1) 


siendo íP, a» p 0 + pgz t . El término representa la diferencia efectiva de presión que se 

aplica a la longitud Lb — L¿. Explicar con detalle como se utilizaría la Ec. 7,N—1 para analizar 
las medidas experimentales. ¿Será válida la Fe. 7.N — 1 para tubos de sección no circular? 
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ÉxperiencioA Experiencia B 



Fig. 7.N. Experiencias en dos tubos viscosimétricos con I a m,sma velocidad de flujo y la misma 
presión a la salida. Las presiones P¿ y Pj¡ se mantienen constantes mediante un gas inerte. 

7.0, Relación entre las pérdidas por fricción y la fuerza que actúa sobre superficies anulares 

Comprobar la Ec. 7.4-8 para el flujo laminar de un fluido newtoniano incompresible en un 
largo conducto de sección anular, utilizando los perfiles de velocidad que se indican en § 2.4. La 
longitud del anillo es i. y los radios interior y exterior son kR y R, respectivamente. 

7.P4 Efectos de aceleración P ara el flujo no estacionario en el vaciado de un tanque 

Un cilindro abierto, de altura H y radio R, está inicialmente lleno de líquido. En el instante 
t = 0 comienza a salir el líquido a través de una pequeña boquilla convergente de radio Rq situada 
en el fondo del tanque. (Véase Fig. 7.P.) 



Fig. 7.P. Vaciado de un tanque cilindrico. 
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a. Hallar el tiempo de vaciado, suponiendo primeramente que la ley de Tonicelli describe la 
relación entre la velocidad de salida y la altura instantánea del liquido. 

b. Hallar el tiempo de vaciado utilizando el balance no estacionario de materia y el balance 
no estacionario de energía mecánica. Expresar el resultado como producto del tiempo de vaciado 
obtenido en (a) por una función de N, siendo N s= (M o) 4 - 

c. ¿Es importante el factor de corrección hallado en (¿)? 


Respuesta: b, f v *c = V^R/R^V H¡2g 1 <j>(N) 

siendo m m d)V(N~^WÑ (r¡ - n N )-'¿dt} 

Jo 


/' 


7.4, Distribuciones' fio en una derivación múltiple 


Un fluido circula por una tubería que está cerrada en uno de sus extremos, distribuyéndose 
entre n tubos, tal como se indica en la Fig. 7.4. Todas las tubuladuras son del mismo diámetro, 
que es distinto del de la tubería principal. Obtener una ecuación de diferencia para la velocidad 
en cualquier segmento de la tubería principal. Esta ecuación de diferencia se ha resuelto mediante 
una maquina calculadora de elevada velocidad.1 



Fig. 7.Q. Flujo en una derivación múltiple. 


7 JR 4 Deducción del balance de energía mecánica para el flujo no estacionario incompresible 

Se desea ampliar el Ejemplo 7.3 — 1 para incluir el flujo no estacionario en un sistema que con¬ 
tiene partes móviles. Si existen superficies móviles en el sistema, aunque el volumen total del mismo 
puede permanecer constante, la forma varía y por consiguiente no se puede sacar d/dt fuera del 
signo integral en la Fe. 7.3-6. Se puede utilizar la versión tridimensional de la fórmula de Leib- 
nitz para la diferenciación de una integral 2 ’ 3 , según se indica en § A.5. 

Al aplicar el teorema de la divergencia de Gauss, la superficie deberá de separarse en S w i (la 
superficie mojada fija), S wm (la superficie mojada móvil), y las superficies matemáticas S\ y S* La 
integración del termino (d) de la Fe. 7.3-6 dad un término 

f [t -«,]. dS = W, (7.R-1) 


1 A ACRIVOS, B. D . Babcock y R. L. PigforD, Chem. Eng. Sci., 10, 112-124 (1959). 

2 R. B . Bird, Chem, Eng. Sci., 6, 123-131 (1957). 

3 L. M.Grossman, Am. J.Phys., 25, 257-261 (1957). 
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que es el trabajo producido por las fuerzas viscosas al actuar sobre las superficies móviles, El 
término (c) dará también lugar a un término adicional: 


pv, ds = w v 

•Is wm 


(7.R-2) 


La suma de estos dos términos da el trabajo producido por el fluido sobre los alrededores, que es 
transmitido mediante ingenios mecánicos. El resultado viene dado por la Ec. 7.3—la. 



